Conceptos de gradientey de derivada
direccional

Gradiente es la generaizacion de derivada a funciones de mas de una variable. Es Util
en fisica e ingenieria. También lo esla derivada direccional, con la que €l gradiente esta
relacionado. Para facilitar la comprension de ambos conceptos, nos ocupamos de ellos
aqui pensando principalmente en sus aplicaciones.

En este comentario utilizaremos ideas del articulo Conceptos de derivada y de

diferencial de esta misma seccién Comentarios Técnicos, por 1o que puede convenir su
previa lectura.

1. Derivadas parciales

Laderivada de unafuncién real y de unavariablereal x en un punto X, eslo que variay
por cada unidad que variax en los entornos mas pequefios de X, . Se escribe

Y (%) =%)Xo

En funciones reales de méas de una variable real se define de la misma formala derivada
para cada una de esas variables. Por gjemplo, para lafuncion de tres variables f (x,y,z)

laexpresion

df (x,,2)
ik )xo )

designaladerivadade f(x,y,z) respectoaxen x=Xg, cuyadefinicion es

df (x,v,2)\ _ . f(xthy2)-f(x..2)
——= 71 =l]im
dx % h—0 h

! Lucia Redondo Cortés ha hecho lafiguradel texto.
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O sea, se considera x como Unica variable. Esa derivada es lo que varia f(x,y,z) por
cada unidad que varia x en los entornos més pequefios de Xg .

Para poner més claramente de manifiesto que f(x,y,z) es funcién de més de una
variable, en vez de escribir esa derivada como en (1), se escribe

con la letra delta 0 del alfabeto griego en lugar de d. Y se lee derivada parcial de
f (x,y,2) respecto a x. Por tanto, derivada parcial de la funcién f(x,y,z) respecto a x

en Xy €s

af(xy.2)) _ . f(xthy2)-f(x.y.2)
——— =lim
x ), h=0 h

Si ese limite existe es una funcion del resto de las variables, en estecaso dey, z Y eslo
que varia f(x,y,z) por cada unidad que varia x en los entornos més pequefios de g

para cada par de valores (y,z).

La funcion derivada parcial de f(x,y,z) respecto a x da la derivada parcial de
f(x,y,z) paracadavalor dex:

If (xy.2) = lim f(x+hy,z)- f(xy,2)
X h—0 h

y esotrafuncion dex, y, z.

Se ve que la derivada parcial respecto a una variable se obtiene como la derivada de una
funcién cuya Unica variable fuera la variable respecto a la que se deriva. Por eso las
reglas de derivacion son las mismas que para una sola variable, considerando las demas
como constantes.

En fisica e ingenieria aparecen de continuo funciones real es de més de una variable real.
Entre ellas magnitudes del espacio ordinario. Por g emplo, latemperatura tiene un valor
en cada punto del espacio. Es, por tanto, una funcion real T (x, Y, z) de las coordenadas
de cada punto del espacio, una funcion rea de tres variables reales. El potencial
eléctrico tiene también un valor en cada punto del espacio. Ese valor es un nimero real.
Es, por tanto, unafuncién real V (x,y,z) delas coordenadas de los puntos del espacio’.

? Las magnitudes que son funciones reales se llaman en fisica magnitudes escalares. Por tanto la
temperaturay el potencial eléctrico de puntos del espacio son magnitudes escalares.
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Ejemplo:

S f(xy.2)= 3x%yz+5xz+6,

ﬁ =6Xyz+5z ﬂ) =6yz+5z ﬂ) =-5
9 IX /x=1 9X/(0,2,-1)

ﬂ = 3X22 ﬂ) = 3)(22’ ﬂ) =0
ay W Jy=1 9 J(02-1)
RS 3x%y+5x; ﬂ) = 3x2y+5x; ﬁ) =0
0z 0Z )72 9Z)(0,2,-1)

La columna de la derecha expresa que en e punto (0, 2, -1) la funcién f disminuye 5
unidades por cada unidad que aumenta x, y que en ese punto f no variasi varianyy z

Diferencial

Al hallar la derivada parcial de una funcién respecto a una variable en un punto, el resto
de las variables se consideran constantes. Por tanto, la diferencial en ese punto respecto
ala variable que se deriva es una diferencia de una funcién de una variable. Se llama
diferencial parcial respecto a esa variable o, simplemente, diferencial respecto a esa
variable en ese punto. Por gjemplo, la diferencial de f (x, Y, z) respecto a x en un punto

(%0.Y:2) es

of
df), = G_X)xo dx )

Esladiferencial def en xg considerando x como Unica variable. Es una funcion linea
de dx para cada par de valores (y, z) . Suvalor para dx=1 es el deladerivadaparcia de
lafuncién en x, paracada par devalores (y,z).

La representacion gréfica de f(x,y,z) como funcién solo de x, es una curva del plano

para cada par de valores (y, z). La representacion gréfica de (2), como la de toda

diferencial de unafuncién real de una variable real, es una recta de direccion tangente a

esacurvaen el punto x = Xg. Su pendiente es af/ax)x0 .

Por tanto, la diferencial respecto a una variable x es una aproximacion de lo que varia f
S se incrementa X una cantidad dx. Exactamente lo mismo que la diferencia de una
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funcion rea de una sola variable real. Y lo mismo para € resto de las diferenciaes
respecto alas demés variables def.

Lasumade las diferenciales de f respecto a varias variables se [lama diferencial total de
f respecto a esas variables. Por ggemplo, ladiferencial def respecto axeyen (xo,yo) es

_at

dx+ﬂ

dy
Xo’yO) 6X)(x0,yo) ay)(xo’y")

),

Daideadelo que seincrementaf si seincrementa x una cantidad dx e y una cantidad dy
en entornos de (Xg, Yp) . Manteniendo z constante. Es una funcién lineal cuyas variables

son dx y dy que aproximaf en entornos de (xo, yo) paracadavalor fijo de z
Ladiferencial total respecto alastres variables en (xg, Yo, %) €s

_of dx+ﬂ dy+ﬂ

X0 Yo%) ) ) )

Vo ma) Wwa) 92 x)
Daideadelo que seincrementaf si se incrementan x una cantidad dx, S se incrementay
una cantidad dy, y z una cantidad dz a partir de (Xg,Yo,2p). Es una funcion lineal de

df), dz (3)

variables dx, dy, dz que aproxima f en entornos de (g, Yo, 7). Si esté claro cuéles son

las variables de una funcion, la expresion diferencial total, sin especificacion de
variables, designa la diferencial respecto a todas las variables. Asi, (3) es la diferencial

total de f(x,y,2).

Ladiferencial en un punto de funciones reales de varias variables reales tiene la misma
utilidad que la diferencial de funciones reales de una variable real: dar idea aproximada
de lo que varia la funcién en cada punto para incrementos de las variables en entornos
de esos puntos. Es una aproximacion lineal de la funcién en los entornos de ese punto.
Para conocer aproximadamente esa variacion no hace falta conocer lafuncién, sino solo
las derivadas parciales en ese punto. El incremento aproximado de f se halla entonces
con (3), sumando los incrementos aproximados debidos a cada variable. Ademas, como
ocurre para las funciones reales de una variable real, todas la funciones que en un punto
tengan las mismas derivadas parciales, tienen lamisma funcion diferencial en ese punto.

Laexpresion

df zﬂdx+ﬂdy+£dz
Xy 9z

designaladiferencial def en cuaquier punto (x,y,2).

Ejemplo:
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Ladiferencial delafuncion f(x,y, z):3x2yz+5xz+6 es

df =(6xyz+52) dx+(3x22) dy+(3x2y+ 5x) dz

Es unafuncion lineal delas variables dx, dy, dz para cada punto (x,y,2).
Las diferencialesen los punto (0,2,-1) y (1,-1,-1) son respectivamente

=-5dx
=dx - 3dy+2dz

df ),
),

0,2-1)
1-1-1)
Es decir, fijado el punto (x,y,2), ladiferencial esfuncion exclusivamente de dx, dy, dz.

Para dx=1; dy=8; dz=-2 losvalores de esas diferencialesson -5 y -27.

Gradiente

Se llama gradiente en un punto de una funcién real de varias variables reales al
conjunto ordenado de las derivadas parciales de esa funcién en ese punto.

Por tanto, el gradiente de unafuncion f(x,y,z) enel punto (Xg,Yo.2) €s

[af) ) o
X/ %Yo)W (xy0.2) 92/ (% 0:2)

Se denotapor Vf . Esdecir,

of of of
f == T ’
Y )(XO’yO'ZO) [ax)(xo,yo,zo) ay)(Xo,yo,zo) az)(xo'ywzo)]

Cada derivada parcial en el punto (xo,yo, zo) se llama componente del gradiente en ese
punto.

La derivada en un punto de una funcion real de variable real informa de lo que variala
funcion por cada unidad que varia la variable independiente en ese punto. La misma
informacién da el gradiente con cada una de sus componentes: informa de lo que varia
la funcion por cada unidad que varia cada variable en el punto que se considere. Asi,
que e gradiente de una funcién f(x,y,z) en el punto (3-2,4) sea (2,0,-1) significa
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gue, por cada unidad que varia x en los entornos méas pequefios de 3 manteniéndose 'y y
zenlosvaores y=-2y z=4, f varia2; que f no varias y varia en pequefios entornos

de -2 con x y z constantes en 3y 4; y que f disminuye 1 por cada unidad que se
incrementa z en pequeios entornosde4 conxeyen 3y -2.

El gradiente de lafuncién f en cualquier punto (X, y, Z) se designa por

Vf:(ﬂ’ﬂ’ﬂ) (5)
0X dy 9z

El simbolo V sellamanabla®. Se dice que nabla es un operador® que, paratres variables

X,y,ZeS
V= i’i,i
ax’ oy’ 9z

Puesto delante de una funcion f real de tres variables reales indica (5); o sea, da €
gradiente def.

Vi seleegradiente def, y nabla def.
Gradiente de f se designa también con gradf, de manera que se puede escribir

gradf =Vf = ﬂ,ﬂ,ﬂ
Ix oy’ 9z
S f es funcién de una sola variable, su gradiente en cada punto solo tiene una
componente, que es la derivada de f en ese punto.

Como cada derivada parcia en un punto de una funcion es un numero real, €l gradiente
en cada punto es un conjunto ordenado de numeros reales;, 0 sea, un vector de

dimensién e nimero de variables de la funcién f. Asi Vf(x,y,z) es un vector de
dimension 3 en cada punto (x,y,z) . Por eso el gradiente de f(x,y,z) se escribe también
af . af . of )

gradf =Vf :(—I+—j+—k
X 9y~ oz

® Parece que el nombre se debe al nombre griego de un instrumento musical parecido a un arpa
gue tiene aproximadamente forma triangular. También parece que se lo puso Maxwell méas o
menos humoristicamente. Como el simbolo de laletra griega delta mayUsculaes A, €l de nabla,
V , esunadetainvertida

* Que nabla es un operador significa que se puede relacionar con las funciones de diferentes

formas. La Unica relacion que se utiliza en este articulo consiste en ponerlo delante de una

funcion real de varias variables reales. Puesto asi significa gradiente de esa funcion. Por
af of af)

ejemplo, Vf (X’y’z):(a_X'@'a_z
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El gradiente de f es, por tanto, una funcién vectorial® de las mismas variables reales que
f.

Si una funcién vectoria es e gradiente de una funcién escalar, la funcion escalar se
llama potencial de la funcion vectorial. Por tanto la funcion f es el potencia de la

funcion vectorial gradf=Vf .

Con lanueva notacién resulta que €l operador V se puede escribir con cualquierade los
tres miembros de laigualdad

V= i’i’i :ii+ij+ik
X ay 0z

Y el gradiente de f con cualquiera de los siguientes cuatro miembros:

gradf = Vf :(ﬂ,ﬂ,ﬂ)—(ﬂuﬂhﬂk)
X 9y~ oz

De la constatacion de que el gradiente es un vector surgen algunas interpretaciones
interesantes. Por gjemplo, consideremos un vector cualquiera

dr =(dx, dy, dz) = dxi +dyj +dzk

El producto escalar del gradiente por ese vector es

Vf-dr:(ﬂ,ﬂ,ﬂ)-(dx,dy,dz)=£dx+£dy+ﬂdz:df
IX oy’ 9z X a9y 9z
O, con la nueva notacion,
Vf-dr:(ﬂi+ﬂj+ﬂk)-(dxi+dyj+dzk):ﬂdx+ﬂdy+ﬂdz:df
X dy oz X ay 9z

Es decir, € producto escalar del gradiente en un punto de una funcion f por un vector
cualquiera dr = (dx, dy, dz) =dxi +dyj +dzk esladiferencial def en ese punto.

Ejemplo

El gradiente delafuncion f(x,y,z) = 3x?yz+5xz+6 eslafuncion vectorial

® Se Ilama funcion vectorial de dimension n a cada funcién cuyo conjunto de llegadaes R". R
designa el cuerpo de los nimeros reales.
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Vi = (6xyz+ 5z, 3x°z, 3x2y+ 5x)

Los gradientes en los puntos (0,2,-1) y (1,-1,-1) son, respectivamente, los vectores
Vf(o2-1) =5

Vi 11 =i-3] +2K

Lafuncion diferencial de f en cada punto (x,y,z) eslafuncién de (dx,dy,dz)

df = Vf -dr =(6xyz+5z)dx+ (3x22) dy+ (3x2y+ 5x) dz

Las funciones diferenciales en los puntos (0,2,-1) y (1,-1,-1) son respectivamente
df(o,z,_l) = Vf(o,z,_l) -dr =-5dx

df(L—l,—l) = Vf(l'_L_l) -dr =dx - 3dy+2dz

Para dr =(dx,dy,dz) =(-1,3,-2) , esas diferenciadlesvalen 5y -14.

Derivada direccional

Cada vector del espacio ordinario tiene un médulo y una direccion. Cuando se fija un
vector dr =(dx,dy,dz) =dxi +dyj +dzk dando valores concretos a dx,dy,dz, se fija su

médulo y su direccion. Cada valor de la diferencial de la funcion f en un punto (x,y,2)
es el producto escalar de su gradiente en ese punto por un vector dr, es decir,

Vi -dr zﬂdx+ﬂdy+£dz:df
IX ay 0z
En cada punto (x, Y, z) el gradiente Vf esfijo, tiene un valor concreto; pero el vector

dr puede ser cualquiera; puede tener cualquier médulo y cualquier direccion.

Ejemplo

Ladiferencial de f(x,y, z):3x2yz+5xz+6 enel punto (1,-1,-1) es
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df(1,-1,-1) = V(3,11 - dr =dx - 3dy+2dz

Su valor para el vector dr =(dx,dy,dz) =(-1,3,-2) es-14. Para dr =(3,2,1), que tiene
el mismo mdédulo que el anterior, pero direccion distinta, la diferencial vale -1.

Hay infinitos vectores para cada direccion. Cada vector de una direccion se obtiene de
cualquiera otro de esa direccion multiplicandolo por un ndmero real. El vector mas
representativo de cada direccién es el vector unitario de esa direccién, que es e vector
de esa direccion cuyo modulo es la unidad. Para obtener el vector unitario u de una
direccion a partir de cualquier otro vector v de esa direccion hay que dividir v por su
maodulo. El vector

es un vector unitario® de la misma direccion que dr. Y como de la anterior igualdad
dr =|drlu=Au, resulta que cualquier vector dr de una direccion se obtiene

multiplicando € vector unitario de esa direccion por un nimero real A, que es €
maodulo de dr.

Que desde un punto (Xg,Yo.Zy) del espacio ordinario se avance la distancia A en la
direccion de un vector unitario u significa que al vector (xg,Yp,Zp) se suma el vector

Au (Fig. 1). En efecto, como el modulo de u eslaunidad, s A vae 2 se avanza dos
unidades, y si vale -0.5 seretrocede 0.5 unidades.

z
(x.,y.,z)+Au
()%,yo,ZO) AU %%%

y

Fig. 1.- Trasladarse A unidades en ladireccion de u desde €l punto
(X0.Y0.20) significasumar el vector Au al vector (Xg,Yp,20) -

® En efecto, sumddulo es 1, pues

[dx) [d ( Z\ 2 2 r
el ) ) - -
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A veces interesa lo que varia una funcién f (x, Y, z) definida en el espacio ordinario por

cada unidad de longitud que se avanza a partir de un punto (xo,yo, zo) en la direccion

de un vector unitario u. Para hallar esa variacion, nos movemos una distancia A a
partir de (Xg,Yo,2p) en esadireccion. Eso significa pasar del punto (Xg,Yo,Z) @ punto

(X0:¥0,Z0)+Au. Por tanto la funcion ha pasado de vaer f(xo,Y0,%) a valer
f[(X0. Y0 20) + Au]. Suincremento hasido
f[(%0: Yo, 20) + Au] - f (X0, Y0, 20)

Y lavariacion media por unidad de longitud en ladireccién de u es

f[ (X0, Yo, 20) + Au]- (X0, Y0 20)
A

Lo que variala funcién en los entornos més pequefios de (Xg, Yo, Zp) por cada unidad de

longitud en la direccion u se obtiene haciendo tender a cero la distancia A que nos
movemos a partir de (Xg, Yo, %)

lim f[ (X0, Yo, 20) + Au]- (X0, Y0 20)
A—0 A

Si ese limite existe se llama derivada de la funcion f en el punto (xo,¥0.%) en la
direccion de u. La derivada en la direccion de u en un punto cualquiera (x,y,z) se
designapor D, f . Por tanto,

D, f = lim (% y,2)+Au]- f(xy.2) ©
2—0 A

Si esa derivada existe para todas las direcciones que parten de un punto, es decir, para

cualquier vector unitario u, existen las tres derivadas parciales de f en ese punto, y

pueden obtenerse de (6) eligiendo como vector u el vector unitario en la direccién de

cada gje de coordenadas. Por g emplo, €l vector unitario en ladireccion de x es

u=(10,0)
Y (6) queda
m f[(x,y,z)+A(L0,0)]—f(x,y,z): im f(x+2,y,2) - f(xy.2) _af
A—0 A A—0 A 0X

Delamismaforma paralas otras variables.

S f es funcién de una sola variable, entonces e vector unitario solo tiene una
componente, que vale 1. Es decir, u=(1), y (6) queda
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lim f(X+)L)_ f (X) :i’
A—0 A dx

gue es laderivada de una funcion real de una solavariable real.

O sea, (6) es una definicion muy general de derivada que incluye como casos
particulares las definiciones de derivada parcial y de derivada de una funcion real de
unavariablereal. Laderivada definida en (6) se llamaderivada direccional.

Gradientey derivada direccional

Ladiferencia de f(x,y,z)

df:Vf-dr:(ﬂ,ﬂ,ﬂ)-(dx,dy,dz):ﬂdx+ﬂdy+ﬂdz (7
ax’ ay’ oz ax  ay = oz

es lo que varia f(xy,z) s, desde e punto (xy,zZ) se pasa a punto
(x+dx,y+dy,z+dz), que se obtiene sumando a vector (x,y,z) e vector
dr =(dx,dy,dz) . Ladistancia que asi nos movemos es el médulo de dr. Por tanto, si (7)

se divide por |dr| :\/(dx)2 +(dy)2 +(dz)2 , resulta lo que varia f por cada unidad que
nos movemos en la direccién de dr; o sea, a dividir por |dr|, (7) resulta la derivada

direccional D, f en la direccion del vector dr. Pero, a dividir en (7) por |dr|, €
segundo miembro se transforma en

Vf-ﬂ:Vf~u:|Vf\cosa:Duf (8)

dr]

Donde u =dr/|dr| es e vector unitario en ladireccién de dr , y a e angulo que forman
los vectores Vi y u.

Por tanto, la derivada D, f de una funcién f en un punto en la direccion de un vector
unitario u es e producto escalar del gradiente en ese punto por u:

D, f =Vf-u 9)

O, lo que es o mismo, la derivada de una funcién f en un punto y en una direccion es la
proyeccién sobre esa direccion del gradiente de la funcién en ese punto.

Ejemplo:
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El gradiente de f(x,y,2) = 3x°yz+5xz+6 €s
\%i :(6xyz+ 5z, 3x°z, 3x2y+ 5x)

La derivada en cualquier punto (xy,z) en la direccion del vector (1,-2,-1), cuyo

médulo es V6 , es

D,f =Vf-u=|6xyz+5z 3x%z, 3x2y+5x : i,_z,_—l =
u J6'J6' Vo

>

=x/5xyz+%z—x/5xzz—\/gx2y—%x
Es una funcion que da la derivada de f en cada punto (x, Y, z) en la direccion del vector
(1L-2,-1). Esa derivada en (x,y,2)=(10,-1) es —5\/%+\/5. Significa que, por cada
unidad que se avanza en pequefios entornos del punto (L O,—l) en la direccion del

vector (], —2,—1) , lafuncion seincrementa —5\/% +46 =-1.63.

El producto escalar (8) 0 (9) esméximo si cosax =1; 0sea, s a =0, que significaquela
direccion de u es ladel gradiente’. Entonces (8) y (9) valen |Vf|. Por tanto, la derivada

direccional de una funcién en un punto es maxima en la direccién de su gradiente en
ese punto, y vale e moédulo de ese gradiente. Por eso se dice que & modulo del
gradiente de una funcién en un punto es la derivada direccional maxima de la funcion
en ese punto.

Resumen

En lo anterior nos hemos referido principalmente a funciones reales de tres variables
reales porque son las que més aparecen en ingenieria. Ademas, los conceptos son mas
féciles de interpretar en el espacio tridimensional ordinario, lo que hace didacticamente
aconsegjable centrar la atencion sobre las funciones reales de tres variables reales. Pero
los resultados son validos para cualquier nimero de variables. Por eso el resumen que
sigue lo hacemos para funciones reales de n variables reales.

" El producto escalar de un vector v por otro unitario u con el que forma el angulo a es
v-u =1|v|cosa . Resulta la proyeccion de v en ladireccion de u. Esmaximo si a =0; 0 sea,
si los dos vectores tienen la misma direccion. Entonces el producto escalar es el modulo de v .
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Concepto de gradiente 13

Derivada parcial de la funcién real de n variables reales f(xq,%y,...,X,) respecto a

9 f (X0, X010+, Xn) = lim f (X0 X0, X Dy X0 ) = F (X0 X000 %)
Xk h—0 h

Diferencial total de f(Xg,Xp,...,Xy) €n un punto (X, X,...,%,) €sla funcion lineal de
las variables reales (dxg, dxs,...,dx,)

df :ﬂdxl+ﬂdxz +...+£dxn
aXl aXZ aXn

Gradientede f(xg,%y,...,X,) esla funcion vectorial de variables (xq, Xp,...,X,)

gr‘adf =Vf = ﬂiﬂ’...,ﬂ
aXl 8X2 aXn

Sellama nabla al operador

volo 8 8
aXl 6X2 aXn

Lageneralizacién del producto escalar de dos vectores de dimension 3 a dos vectores de
dimension n se llama producto interno de los dos vectores. Si dr=(dxy,dxp, -+, dxy ), la

diferencial delafuncion f(xq,Xz,...,X,) esel producto escalar o interno
Vi -dr =df

La generalizacién de madulo de un vector de dimension 3 a vectores de dimension n se
llama norma. La normade un vector dr=(dx,dx,---,dx,) es

|| :\/(dxl)2 + (dx2)2 +oeet (dxn)2

Vector unitario es cada vector de modulo o norma 1.

Vector unitario en la direccion de un vector dr es € vector

Sellama derivada dela funcion f(xg,%,,...,X,) enladireccion del vector unitariou a
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14 R. C. Redondo, N. R. Melchor, F. R. Quintela

D, f = lim F (%0 X0+ X0 )+ AU] = £ (X, X100 Xn )
A—0 A

Si la componente h de u vale 1 y e resto de las componentes cero, la derivada
direccional resultala derivada parcial respecto a x,. Y s n=1, laderivada direccional es
laderivada de lafuncion f.

La derivada de una funcién f(xq,Xz,...,X,) €n un punto en cualquier direccion es el

producto escalar o producto interno del gradiente en ese punto por el vector unitario de
esa direccion:

D,f=Vf-u
La derivada direccional maxima de una funcidn en cada punto es la derivada en la

direccion del gradiente en ese punto, y vale e modulo o norma del gradiente en ese
punto.
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