Conceptosde derivada y dediferencial

Aunque los conceptos mateméticos de derivada y de diferencial son bien conocidos, los
presentamos en este comentario principamente desde la perspectiva de sus
aplicaciones.

1. Derivada

La derivada de y respecto a x es lo que varia y por cada unidad que varia x. Ese valor
se designa por dy/dx.

Las funciones reales de variable real lineales son las funciones reales de variable real
dadas por laférmula

y=ax (1)

donde a es un nimero real®. Un intento de hallar en (1) lo que se incrementa 'y por cada
unidad que se incremente x puede consistir en incrementar x una cantidad Ax=h=0

desde un valor X, . Entonces, segiin (1), y pasade valer ax, avaler a(x,+h); o sea,
incremento de y que corresponde a un incremento h de x es Ay = a(x0 + h)— ax, =ah.
Por tanto, lo que variay por cada unidad que variax es

&:a_hza

AX h @

Resulta que la derivada de una funcion lineal es el coeficiente a de x. Lo que significa
gue por cada unidad que variax, y variaa.

Lafunciénreal de variable red
y=ax+b 3

! Ademas L ucia Redondo Cortés ha hecho lafigura 3.

? Las funciones reales de variable real son las funciones en las que los conjuntos de partiday de
Ilegada son el conjunto R de los nimeros reales. O sea, Yy = f(x) es funcion real de variable
reals XxeReyeR.
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donde a y b son nimeros reales, se llama funcion afin. Para hallar su derivada se
incrementa x desde X, una cantidad Ax=h=0. Entonces y pasa de valer ax,+b a
valer a(x,+h)+b. El incremento dey es Ay =a(x,+h)+b—(ax, +b)=ah. Y lo que
variay por cada unidad que variax es

&:a_hza

AX h @)

Resulta que la derivada de cualquier funcion afin es también e coeficiente a de x.
Notese que, en realidad, las funciones lineales son funciones afinesen que b=0.

La derivada de cualquier funcion constante y = f (x) =C escero, pues s se incrementa
x desde x, lacantidad h=0, € valor y delafuncion no varia. Por tanto Ay =0, por lo
gue el incremento dey por cada unidad que se incrementa x es

y_0_g

AX h ®)

Notese que también las funciones constantes son funciones afines, pero ahora con
a=0.

En lavida comun es habitual el empleo de estas derivadas. Por g emplo, de ordinario, €l
importe y de cada producto que se adquiere en € mercado se halla multiplicando €l
precio a de cada unidad de producto (quilogramo, litro, metro...) por la cantidad x que se
compre: y=ax. O sea, € importey esfuncion lineal de la cantidad x que se adquiere. Y

resulta que el precio a de cada unidad de producto es la derivada de esafuncion y = ax;

porque, en efecto, el precio a es o que se incrementa el importe por cada unidad que se
incrementa la cantidad de producto que se compra.

2. Derivada de una funcion en un punto

Intentaremos hallar la derivada de lafuncion y = x* por € procedimiento anterior. Para
ello incrementamos x en una cantidad Ax=h=0 a partir del valor x,. Lo que se

incrementa entonces y es Ay =(x, +h)’ —x2 = 2x;h+h?. Por tanto lo que varia y por
cada unidad que variax es

Ay _ 2x,h+h?

AX h
Segun (6) resulta que, para esta funcion, 1o que se incrementa 'y por cada unidad que se
incrementa x depende del valor X, a partir del que se hace e incremento de x. Pero
también depende de la cantidad h que se incremente x. La figura 1, que es la gréfica de
lafuncién y=x*, ayuda a aclarar lo dicho. Se ve que, realmente, (6) da un valor medio

delo que variay por cada unidad que variax; y que ese valor medio depende de h, o sea
de lo que se incremente x. Asi que (6) no da un solo resultado aunque se fije €l valor x,

=2%X,+h (6)
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del que se parte. Pero si se hace tender h acero, (6) si daresultado Unico para cada valor
Xy, que es

Ay . 2xh+h* B
|h|£g&_mT_m(2xo+h)_2xo (7)
En ese caso ese resultado solo depende de X, .
o |
Ax
7 xo

Fig. 1.- Gréficadelafuncion y = X7,

Solo en las funciones afines el cociente Ay/Ax no depende del origen X, de los

incrementos. Tampoco ese cociente depende en esas funciones de la cantidad h que se
incremente X, . En todas las demas funciones el cociente Ay/Ax depende de x, y del

incremento h de x para hallarlo. Por eso en la definicion de derivada conviene afiadir
que, en genera, hay una derivada para cada punto x, . Para que esa definicion designe
un valor unico en cada X, , habria que fijar € valor h en que se incrementa x, para
hallar el cociente Ay/Ax. Pero fijar en todas las funciones un valor para h no conduce a
ningun resultado genera Util. Sin embargo se puede intentar para todas las funciones lo
hecho arriba para la funcion y=x>; que es hacer que h tienda a cero. Si entonces €
cociente Ay/Ax tiende a un Unico valor, ese valor es el mejor indicador de lo que varia
y por cada unidad que varia x en los entornos més peguefios de X,. Por eso, la
definicion que se ha adoptado universalmente de derivada en un punto X, de una
funcién eslasiguiente:

Sellama derivada de la funcion real devariablereal y= f(x) end punto x, a

i f O )= £(x)
h

h—0

(8)

Si ese limite existe, es un nimero real que se llama derivada de la funcion en ese punto
X, - Y sedice entonces que existe la derivada en x, , que se designa por dy/dx|X0 . Esa

derivada es buen indicador de lo que variay por cada unidad que varia x en puntos muy
proximos a X, . Si no existe ese limite no existe derivadade y = f(x) en x, .

La mayor parte de las funciones que se emplean en ingenieria tienen derivada en todos
SuS puntos excepto, quiza, en algunos especiales. Las funciones y= f(x) gue tienen

derivada en todos los puntos de algunos intervalos de x se [laman funciones derivables
en esos interval os.
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3. Funcioén derivada de una funcion

Por tanto, que una funcidn real de variable real y= f(x) tenga derivada en todos los

puntos de algunos intervalos de x significa que a cada punto x de esos intervalos le
corresponde su derivada, que se designa por

y = f/(x) 9)

Es decir, hallando la derivada en cada punto de una funcién real de variable read
y=f(x) se crea otra funcion real de variable rea y = f’(x), que se llama funcion

derivada de la primera. La primera, la funcion y = f(x), se llama funcién primitiva de
y = £/(x).
Todo lo dicho conduce ala siguiente definicién de funcién derivada de otra:

Se llama funcién derivada de la funcion real de variablereal y= f(x) a

v =lim f(x+h)-f(x)

h—0 h

(10)

En los puntos x en que ese limite exista, la funcion y' = f7(x) existe o esta definida, y
es una funcion real de variable real. Se dice que la funcion y= f(x) es derivable en

esos puntos. En los puntos en que ese limite no exista, la derivada no existe, y se dice
quelafuncién y = f(x) no esderivable en elos.

La funcién derivada de la funcion y=f(x) se designa por cuaquiera de los tres
miembros de |las siguientes igual dades:

y = f’(XF% (11)

El dltimo miembro se lee derivada de y respecto a x. También, a veces, la funcién
derivadade f(x) sedesignapor Df (X).

Las funciones derivadas de otras se obtienen aplicando la definicion (10). Asi se
deducen las llamadas reglas de derivacion, que son € conjunto de las derivadas de las
funciones més frecuentes. Por gjemplo, tres de esas reglas son que la derivada de la

funcion y=x" es y’ =nx"", que la derivada de y =sen(ax) es y’ = acos(ax) y que la
derivada de una constante es cero.

Si se conoce la funcion derivada y'(x) de una funcion y(x), la derivada de y(x) en
cualquier punto x, se obtiene sustituyéndolo en y’(x) . Es decir, laderivada de y(x) en

X, €s Y(%)-
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4. Diferencial

La derivada de una funcion y en un punto X, es lo que varia esa funcion por cada
unidad que variax en los entornos mas pequefios de X, . Por eiemplo, que |a derivada de

una funcién en un punto es 2, significa que puede esperarse que en los entornos mas
pequeiios de ese punto e incremento de y sea aproximadamente el doble que €l
incremento de x: Ay = 2Ax . Pero la Ultima expresién es solo aproximada. Por eso se

prefiere escribir dy = 2dx. En esta expresion dx es otra forma de designar Ax; pero,
en general, dy no esigua a Ay (Fig. 1). No obstante, si la gréfica de la funcion es
suficientemente suave, dy puede servir como estimacion de lo que puede valer Ay .

Lautilidad de hallar dy envez de Ay esque dy se puede calcular més facilmente que
Ay, pues, para hdlar dy, ni siquiera hace falta conocer la funcion y, sino solo su

derivada en el punto que se considere. Es decir, cualquiera que sea la funciény, si se
conoce su derivada y' en un punto, dy se obtiene del ssmple producto

dy = y'dx (12

La (12) sirve, pues, para aproximar la funcion y en entornos de un punto del que se
conoce su derivada y'. Es también la razon de que la funcion derivada se designe por

dy/dx, pues despejando, se obtiene

dy
=2 13
y dx (13)

La (12) es una funcion lineal que se Ilama funcion diferencial de y en e punto cuya
derivadaes y'. Si esafuncion se dibuja en un sistema de ges cartesianos paralelos alos
del sistema de la funcion y=f(x), con origen de coordenadas en e punto
[%. ¥, =f(x,)] en @ que se ha hallado de derivada y', su representacion gréfica

resulta una recta tangente a la gréfica de la funcion y en el punto en que su derivada es
y' (Fig. 2).

dy

dx

ED

Fig. 2. Lafuncién dy=y'dx dibujadaen un sistema de coordenadas de gjes

2

paralelosalos delafuncidon y=x“, con su origen en €l punto (xo,yo).
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Por tanto, diferencial de una funcién y en un punto es la funcién dy = y'dx, donde y’
es la derivada de la funcion y en ese punto. Las expresiones dy y dx se llaman,

respectivamente, diferencial dey y diferencial de x. dx es la variable independiente y
dy la variable dependiente de la funcion diferencial. Desde luego que esas variables
pueden designarse con otras letras, por gemplo se puede escribir w=y'v; pero la
notacion (12) es conveniente, pues informa de que se trata de una diferencial, es decir,
gue es la aproximacion de una parte de una funcién por esa funcién lineal en los
entornos més pequefios del punto en e que se halla la derivada; y que, S se representa
en un sistema con sus gjes paralelos alos del sistema en que esta representada la funcion
y, con origen de coordenadas en el punto en el que se halla la derivada y', resulta una
recta tangente a la gréfica de y en e punto [x,, y, = f(x,)] en el que sehalla y'. Asi
gue, mientras la derivada de una funcién en un punto es un valor exacto s existe, la
diferencial en un punto es una funcién lineal de aproximacién. Por tanto, las funciones
diferenciales de todas las funciones que tengan la misma derivada en un punto son
iguales. O, de otra manera: todas |as funciones cuyas derivadas en un punto son iguales

tienen lamisma diferencial en ese punto, se aproximan por la misma funcién diferencial
en |os entornos mas pequefios de ese punto.

La aproximacion de una funcion por su diferencial en los entornos méas pequefios de un
punto es de gran utilidad en ingenieria, pues permite estimar con facilidad y rapidez las
variaciones de la funcion en esos entornos. Ademas el procedimiento es e mismo para
todas las funciones derivables.

Por ejemplo, la derivada de la funcion y=x> es y =2x. Por tanto, la derivada en
x, =05 es y'(0.5)=1. Significa que, en entornos pequefios de 0.5, y se incrementa

aproximadamente 1 por cada unidad que se incremente x. Eso es lo que significa
también que ladiferencia es dy =1dx.

En x, =3 laderivadade y= x> vale 6. Significa que, en entornos pequefios de x, = 3,
y se incrementa aproximadamente 6 unidades por cada unidad que se incremente x. O,
también, que en x, =3 es dy=~6dx. La funcién varia 6 veces méas répidamente en
X, =3 queen x,=05.

Pendiente de una funcion en un punto

El angulo que e plano de una carretera forma con el plano horizontal se llama angulo
de inclinacion o, simplemente, inclinacion de la carretera. Lo mismo para una calle, un
ferrocarril o un canal. Como las carreteras suben y bagjan, € angulo de inclinacion varia
alolargo delacarretera. Por eso, cuando se habla de lainclinacion de una carretera hay
que citar e punto quilométrico de ella, x,, a que nos referimos, y lainclinacion de la

carretera en ese punto esladel plano tangente a ella en ese punto.

Descargado de http://www.usal .es/el ectricidad v13



Conceptos de derivada y de diferencial 7

a) B b)

{/
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Fig. 3.- Inclinacion y pendiente.

El angulo de inclinacion se mide a partir del plano horizontal en sentido contrario a del
movimiento de las agujas del reloj (Fig. 3). Si ese angulo estad comprendido entre 0 y
/2, 0 sea, S esagudo (Fig. 3a), a avanzar hacia la parte positiva del ge x la carretera
sube: se va cuesta arriba. Si el angulo de inclinacion esta comprendido entre ©t/2 y =,
angulo obtuso, a avanzar hacia la parte positiva del gje x la carretera bgja: se va cuesta
abajo (Fig. 3b). Un tramo con 5° de inclinacion es pues cuesta arriba. Uno con 175° es
cuesta abajo.

Sin embargo, lainclinacion no suele designarse por su angulo sino por su tangente, que
se [lama pendiente®.

_ Ay
tao = — 14

Si la cuesta es hacia arriba, 0<a <m/2 y tgo >0, la pendiente es positiva. También,
para cada Ax>0, Ay>0, y (14) es positiva (Fig. 3a). S la cuesta es hacia abgjo,
n/2<a<m,y tga <0, la pendiente es negativa. También, para cada Ax>0, Ay<O0,
y (14) es negativa (Fig. 3b). Es decir, la pendiente de una cuesta arriba es positiva, y la
de una cuesta abgjo es negativa. Asi, la pendiente de la inclinacion de 5° es
tg5°=0.087 =8.7/100=8.7%. La pendiente de 175° que es cuesta abgo, es
tg175° = -0.087 =-8.7/100 = —8.7%.

De lamisma manera, el angulo que unarecta forma con el gje x se llamainclinacion de
la recta, y latangente de ese dngulo se llama pendiente de la recta. Si unarectatiene la
direccion de latangente ala gréfica de una funcion en un punto, la pendiente de larecta
se llama también pendiente de la gréafica de la funcion en ese punto (Fig. 1) o,
simplemente, pendiente de la funcion en ese punto. La funcion diferencial dy =ydx en
un punto de una funcion es la recta tangente a la gréfica de la funcion en ese punto. Su
pendiente, que es Yy, es, por tanto, la pendiente de la funcidn en ese punto, es decir

tgr=Y=y (15)
dx

® Como la tangente de un angulo pequefio vale casi 1o mismo que el seno, las pendientes de las
carreteras, ferrocarriles, canales, etc., cuyos angulos de inclinaciéon suelen ser pequefios, se
identifican con el seno de ese angulo. Es decir, en vez de dividir el incremento de altura, que es
un cateto del triangulo recténgulo que resulta, por lalongitud horizontal de la carretera, que es el
otro cateto, se divide por lalongitud de la carretera entre los dos puntos que se consideran, que
es la hipotenusa de ese triangulo. De hecho, para dngulos pequefios, el seno, la tangente y el
propio angulo medido en radianes son numeros casi iguales. Por ejemplo, para o =5°,
tga = 0.0875; sena =0.0872;y o = 0.0873.
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O seq, la derivada de una funcion en un punto es la pendiente de la funcién en ese
punto.

Crecimiento y decrecimiento de una funcion

Que una funcion y sea creciente en un punto X, significa que al movernos desde x,
hacia la derecha en algin entorno de x,, y aumenta en todo el recorrido dentro del
entorno; y que si nos movemos hacia laizquierda, y disminuye en todo € recorrido del
entorno. O sea, AX e Ay tienen e mismo signo en todo el entorno. Eso ocurre en la
figura 1 en los entornos més peguefios de X,. Como consecuencia, € cociente Ay/Ax
es positivo en todo € entorno, y también, por tanto, la derivada y' de la funcion y en
X, . Es decir, si una funcion es creciente en un punto su derivada es positiva en ese
punto. Pero también si la derivada en x, es positiva es que, en algun entorno de x,, a
cada Ax positivo corresponde un Ay positivo, y a cada Ax negativo corresponde un
Ay negativo, por 1o que la funcién es creciente. O sea, si la derivada de una funcion en
un punto es positiva, la funcion es creciente en ese punto, y viceversa.

Por el contrario, que una funcion sea decreciente en un punto X, significa que a
movernos desde X, hacia la derecha en algin entorno de x,, y disminuye en todo ese
recorrido. Y gque si nos movemos hacia laizquierda en ese entorno y aumenta en todo el
recorrido. O sea, que e cociente Ay/Ax es negativo en todo € entorno, por lo que la
derivada y’ es negativa. Por tanto, si una funcién es decreciente en un punto su derivada
es negativa en ese punto. Pero que la derivada sea negativa significa que el cociente
Ay/AX es negativo en todos los puntos de algin entorno de X, ; 0 sea, que a movernos

en e ge x hacia la derecha y disminuye, y que a movernos hacia la izquierda y
aumenta, por 1o que la funcidn es decreciente en ese entorno. Es decir, si la derivada de
una funcibn en un punto es negativa, la funcion es decreciente en ese punto, y
viceversa.

Como la derivada y =2x de la funcién y=x> es negativa para x<0, la funcion es

decreciente para x<0. Como esa derivada es positiva para 0<x, la funcién es
creciente para 0 < x. En x =0 no es creciente ni decreciente. Se ve que estos resultados
coinciden con lo que se observa en la gréfica de esa funcion.

El signo de la derivada de una funcién sirve por tanto para saber en qué puntos esa
funcién crece o decrece sin necesidad de dibujar su gréfica.

Resumen

Se llama funcion derivada de la funcion red de variable red y=f(x) a

y= f'(X)=',jLQ f(x+hr)]— f(x).
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Se llama derivada de lafuncion real de varigblereal y = f(x) enel punto x, a f/(x,).

La derivada dy/ dx\XO es una buena medida de lo que varia y por cada unidad que varia
X en |os entornos més pequefios de X, .

Diferencial de unafunciény en un punto es lafuncién lineal dy=y'dx, donde y" esla
derivada de lafuncion y en ese punto.

La gréfica de la diferencia de una funcion en un punto tiene la direccién de la la recta
tangente a la funcion en ese punto.

Angulo de inclinacién de una recta es el angulo o que la recta forma con e ee de
abscisas. Se llamatambién simplemente inclinacion.

Pendiente de unarecta es la tangente de su angulo de inclinacion (tga ).

S 0<a<m/2 (cuesta arriba), la pendiente es positiva. Si /2 <a < (cuesta abgjo),
la pendiente es negativa.

La pendiente de una recta es €l coeficiente de la variable independiente de la funcién
afin de que procede (toda recta es la representacion grafica de una funcion afin).

La pendiente de una funcion y en un punto es la pendiente de su diferencia dy = y’dx
en ese punto, o sea, laderivada y' de lafuncidn en ese punto.

En los puntos en que la derivada es positiva la funcién es creciente (cuesta arriba al

movernos en sentido positivo del ge x). En los puntos en que la derivada es negativa la
funcion es decreciente (cuesta abajo a movernos en sentido positivo del gje x).
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