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Concentracion de cargas libres

Definicién.- Conductor es un volumen con cargas libres. Las cargas libres de los
conductores se llaman portadores de carga o, simplemente, portadores. El nimero n de cargas
libres por unidad de volumen se llama densidad de portadores o concentracién de portadores. n
es, por tanto, un nimero real positivo. Su unidad es portadores/ m3. Se llama densidad de
carga libre de un conductor a la suma de las cargas de las particulas libres que hay en cada
unidad de volumen. Si todos los portadores de un conductor tienen la misma carga g,
p; = qn es la densidad de carga libre de ese conductor. Se ve que es un nimero real positivo si
q es positiva y negativo si g es negativa. Como g se mide en C/portador (culombios por
portador), p; resultaen C/m3.

Corriente eléctrica

El paso de carga eléctrica hacia un lado de una superficie se llama corriente eléctrica a través
de dicha superficie y hacia ese lado. Si hay cargas libres en un volumen, puede crearse una
corriente eléctrica a través de una superficie de su interior moviendo las cargas libres con
velocidad de direccién adecuada para que atraviesen esa superficie. Eso puede conseguirse
aplicando fuerzas a las cargas libres del conductor, o sea, creando un campo eléctrico E en el
conductor. Las cargas libres de los conductores reales son electrones o iones de volumen
muy pequefo, por lo que pueden considerarse, sin error, cargas puntuales. Por tanto, la
fuerza sobre cada carga libre q vale F = gE. Esa fuerza tiene el mismo sentido que E si g es

positiva y el opuesto si es negativa.
Para poder comparar corrientes a través de superficies, una magnitud dtil es la

intensidad de corriente a través de una superficie en un determinado sentido, que se define
como la carga que pasa cada unidad de tiempo a través de esa superficie en ese sentido:

q(t) es la carga que ha atravesado la superficie en el instante f. Se ve que la unidad de

intensidad es el C/s (culombio por segundo)!, que se llama amperio?, de simbolo A en el
Sistema Internacional de Unidades.

1 Conviene recordar que la forma de leer C/s es culombio por segundo. Lo mismo que km/h
debe leerse kilémetro por hora. No debe decirse kilémetro a Iz hora. Tampoco debe decirse kilémetro-hora, que
designa al kmh. Unidades como Nm y Qm deben leerse newton metro y ohmio metro. Ver Michel Dubesset, Le
Manuel du Systeme International d’Unités, Editions Technip, Paris, 2000.

2 En honor de André Marie Ampere (1775-1836), fisico y matemadtico francés que contribuyé al
desarrollo del Electromagnetismo.
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Fig. 1.- Si pasa carga a través de una superficie, se dice que hay corriente eléctrica a
través de esa superficie.

Ejemplo:

La carga que ha pasado hacia la derecha de la superficie de la figura 1 entre los
instantes 0 y t segundos es q(t)=3t4-1; 0<t<10 s; (g resulta en culombios cuando en la férmula
se sustituye ¢ en segundos). Averiguar la carga que ha pasado en t=0sy en t=5 s, la funcién
intensidad, la intensidad en t=1 s y en =9 s.

q(0)=-1C; g(5)=3x5%-1=1874 C; i(H)=1213; i(1)=12 A; i(9)=12x93=8748 A.

Como los dos tipos de cargas eléctricas se designan cuantitativamente por medio de
ntmeros reales, la definicién de intensidad implica un efecto compensador de las cargas
negativas y positivas que aclaramos a continuacién: si hacia la derecha de la superficie de la
figura 1 pasan en un segundo 5 C de cargas positivas y 2 C de cargas negativas, la carga q
que ha pasado en 1 segundo es g=5+(-2)=3 C, y la intensidad media durante ese segundo ha
sido de 3/1=3 A. El resultado indica que el paso de cargas negativas hacia la derecha
equivale al paso de la misma carga positiva hacia la izquierda; o sea, que una corriente de
cargas negativas en un sentido de una superficie origina la misma intensidad que una
corriente igual de cargas positivas en el sentido contrario. Por eso, que la intensidad de la
corriente eléctrica hacia la derecha de la superficie de la figura 1 es 3 A, puede significar que
realmente pasan 3 C cada segundo de carga positiva hacia la derecha; que pasan 3 C cada
segundo de carga negativa hacia la izquierda o, incluso, que el balance de carga positiva y
negativa que pasa cada segundo a través de la superficie en diferentes sentidos da como
resultado 3 C de carga positiva hacia la derecha o 3 C de carga negativa hacia la izquierda
cada segundo.

La definicién de intensidad determina también el sentido que se toma como positivo
para la intensidad, que es el sentido del movimiento de las cargas positivas y el opuesto al
sentido del movimiento de las negativas. En efecto, si en la figura 1 pasa carga positiva hacia
la derecha de la superficie, crece 4(t) al lado derecho, y la derivada respecto al tiempo, es
decir, la intensidad hacia la derecha es positiva. Lo mismo si pasa carga negativa de la parte
derecha a la izquierda, aumenta la carga q(t) en la derecha, por lo que su derivada, la
intensidad hacia la derecha, vuelve a ser positivad.

3 A veces se dice que el sentido que se toma como positivo para la intensidad es el de las cargas
positivas porque antes se crefa que las cargas que se movian en los conductores eran las positivas. Realmente,
una vez que se ha acordado designar la carga del electrén por medio de un nimero negativo, el verdadero
motivo estd, como se ha explicado, en la definicién de intensidad. Para hacer coincidir el sentido positivo de la
intensidad con el del movimiento de las cargas negativas, habria que definir la intensidad a través de una
superficie asi: i =—dg / df, con signo menos, lo que seria bastante artificial y poco ttil.

2



F.Redondo Quintela y R. C. Redondo Melchor

De la definicién de intensidad se deduce inmediatamente la forma de hallar la carga
que ha pasado a través de una superficie en el sentido de la intensidad. En efecto,

q(t) = [i(t)dt

La integral es indefinida, lo que significa que al resolverla queda determinada la funcién g(t)
excepto en una constante aditiva, que es la constante de integracién. Para hallarla hay que
conocer la carga que ha pasado para un valor de t.

Una forma equivalente a la expresién anterior se obtiene cuando se conoce la carga
9(0) que ya ha pasado en t=0. Entonces basta afiadir la que pasa desde cero hasta el instante
t; es decir,

g(t) = [ i(r)d 7+ 9(0)

En general, si en vez de conocer 4(0) se conoce ¢(t1), la expresién equivalente es

a(t) = [ i(@)de+q(t)

Ejemplo:

La intensidad que ha pasado a través de una superficie para cada valor t del tiempo
comprendido entre 0y 10 s es i(t)=3t3-6t2. La carga que habia atravesado la superficie hasta
t=0 es -3 C. Encontrar la funcién 4(t) y la carga que ha atravesado la superficie en =10 s.

Utilizando la integral indefinida,

4 3
o0 = Jit)de = [ 6 —6?) dr =2 -4 K

g(0) = -3 =K
por tanto,
3t4 3
H=227-3
q(t) 1
4
7(10) =230 5 10° ~ 3= 5497C = 5.497kC
O bien,

4
t. t, 3 2 3t 3
q(t) = [ i() dt +4(0) = J, (3" -6t )dt-3=——-2t"-3

Velocidad de arrastre y movilidad

Las cargas libres de los cuerpos conductores tal como los metales, las disoluciones y
los gases no estdan quietas. Tienen en cada momento velocidades de direccién y médulo
aleatorios. Los electrones libres de los conductores sélidos son repelidos por otras cargas
negativas libres y por los electrones de los dtomos fijos cuando se acercan a ellos y atraidos
por los iones positivos. Las cargas positivas y negativas libres de los fluidos son atraidas y
repelidas por otras cargas y por los electrones ligados de los 4&tomos o moléculas neutros. De
esta manera las cargas libres intercambian energia entre ellas y con los d4tomos y moléculas
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del conductor, y modifican asf sus trayectorias y los médulos de las velocidades, de manera
que la intensidad de la corriente hacia cualquiera de los dos lados de una superficie del
interior del conductor debida a estos movimientos aleatorios es cero, pues, por término
medio, la carga que pasa cada unidad de tiempo hacia un lado es la misma que hacia el otro.

Si se aplica una fuerza a las cargas libres, incrementan la componente de su velocidad
en el sentido de la fuerza, que produce una corriente eléctrica de intensidad no nula a través
de una superficie perpendicular a la direccion de esa componente. Si no existieran
interacciones con el resto del conductor, la fuerza sobre las cargas libres las aceleraria
indefinidamente. Pero, por la interaccién descrita, van cediendo al resto del conductor toda
o parte de la energia cinética que le va siendo entregada por la fuerza. A pesar de la
complejidad, las cosas pueden simplificarse notablemente si consideramos que, debido a la
fuerza, las cargas se mueven con una velocidad, que llamaremos velocidad de arrastre, tal que
el movimiento de cargas que produce es el mismo que el que realmente origina la compleja
distribucién de velocidades reales. La fuerza que aplicamos, que da origen a esta velocidad
de arrastre, se llama fuerza de arrastre. Si el campo eléctrico correspondiente a esa fuerza es E,
la fuerza F sobre una particula con g culombios de carga vale

F=qE,

que tiene el sentido del campo si g es positiva, y el opuesto si g es negativa. Pues bien, una
buena descripcién para muchos medios reales se obtiene si se representa la interaccién de las
cargas libres con el resto del conductor por medio de una fuerza de rozamiento proporcional
a la velocidad de arrastre y de sentido contrario a ella,
E =—Cv

C es la constante de proporcionalidad, que depende del conductor y de la clase de particula
libre que se mueva en €l (hay conductores que tienen mds de una clase de portadores, como
las disoluciones dcidas o alcalinas, por ejemplo, o el agua del mar, con muchas clases de
iones en disolucién). De la férmula anterior se deduce que las unidad en que se mide C es el
Ns/m. Si en =0 se aplica un campo eléctrico al conductor, cada portador de carga g queda
sometido a la fuerza de arrastre F=gE, que le origina una velocidad de arrastre v y, por tanto,
una fuerza de rozamiento F;, =—Cv, resultando que, si no hay otras fuerzas, cada carga libre
estd sometida a una fuerza total

F =qE-Co
que es igual a la masa de la particula por la aceleracién que le produce:

gE-Cv=ma.

En muchos conductores E, v y a tienen la misma direccién. Se llaman conductores isétropos*.
Si se toma en ellos esa direccién como eje de coordenadas, los vectores solo tienen una
componente, y la anterior ecuacién puede escribirse como ecuacién diferencial asf:

do
E-Cv=m—
q v mdt

O bien, separando las variables®,

4 No en todos los cuerpos la aceleracién que origina la fuerza sobre las cargas libres tiene la
direccién de la fuerza. Por ejemplo, en los cuerpos con estructura cristalina, la direccién de la velocidad de
arrastre solo puede ser alguna relacionada con los ejes de simetria. Estos cuerpos en los que la aceleracién de
arrastre de las particulas libres no es la del campo que la origina se llaman cuerpos no isétropos o anisétropos.
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d(Cov C
_dco)
ge-Cov m

Integrando los dos miembros,

In(gE - Cv) —InK = —Et
m

InK es la constante de integracién. Resulta:

aE-Co_
K
O bien,
-t
v=dp_-Zem
C C

La constante K se puede hallar si conocemos la velocidad de arrastre en t=0. Si durante
mucho tiempo antes de cero el campo era nulo, esta velocidad es también nula, y crecerd
como una funcién continua al aplicar el campo, por lo que v(0)=0. Sustituyendo este valor
para t=0 en la férmula de la velocidad queda:

o=4p X kx_g
c’ ¢

Y, sustituyendo el valor de K,
Ct
q -
=LlE1-em
v 1-e m)

El limite de v cuando t tiende a infinito vale

C
) . q —i q
limo =lim —=E(1—e m )=-LE
tgr; tE}; C ( ) C
0 0
a) ] ] b)
CcE cE (
i i é zi é t/t é tlt

Fig. 2.- Representacién grafica del médulo de la velocidad de arrastre cuando se aplica
a un conductor un campo eléctrico constante E en t=0. En b) la constante de tiempo es
mucho menor que en a)

La constante 7=m/C se llama constante de tiempo?. Cuanto mayor sea, mds tarda la
velocidad de arrastre en alcanzar su valor final gE/C, que se consigue en la préctica cuando
pasa un tiempo superior a cinco veces la constante de tiempo (fig. 2). Como se verd en los
problemas, la constante de tiempo de los conductores reales es muy pequefia, de forma que,
para todas las aplicaciones de electrotecnia, se puede suponer que el valor final de la

5 Si las particulas libres estan en el vacio, no hay rozamiento alguno, y la ecuacién de su
d
movimiento es F=ma obien gE = md—z;
6 Porque si el campo es cero, la tinica fuerza que sufre la carga es la de rozamiento, que la frena
hasta que la velocidad sea nula.
7 Su unidad es (kg.m)/(Ns)=(kg.m)/(kg.m/s)=s.

5



F.Redondo Quintela y R. C. Redondo Melchor

velocidad se alcanza casi instantdneamente. Es decir, siempre que el campo eléctrico sea
constante o varie lentamente, la velocidad de arrastre vale

vziE
C

En cualquier caso, esa férmula vale siempre que haya transcurrido un tiempo mayor que
cinco veces la constante de tiempo desde que se aplicé el campo constante. La constante de
proporcionalidad

Ol=

‘LL =
se llama movilidad de la particula de que se trate y, como C, es un nimero real positivo, el
signo de u es el de la carga de la particula. Resulta por tanto que la velocidad de arrastre de
una particula cargada vale

v=UE

Esta féormula serd tomada como definicién de conductor isétropo y servird como
axioma para deducir la teorfa de los conductores isétropos, que se desarrolla a continuacién.
Debido al signo de g, la férmula indica que las cargas positivas (1 positiva) son movidas en
el sentido del campo y las negativas (unegativa) en sentido opuesto al del campo.

Conductividad
En un conductor isétropo la velocidad de arrastre de los portadores es
v=UuE

dS es una superficie perpendicular al campo (fig. 3). Como consecuencia de la velocidad de
arrastre se originard un paso de carga a través de dS cuya intensidad vamos a evaluar.

E

v

Fig. 3.- Solo las cargas positivas contenidas en un cilindro de generatriz igual al valor de
la velocidad de arrastre v cruzardn la superficie dS antes de transcurrir un segundo.

Supondremos que los portadores son todos iguales y tienen carga positiva. La figura
3 representa la superficie dS como base de un cilindro de generatriz igual al médulo de la
velocidad de arrastre de los portadores. La generatriz también tiene la direccién de la
velocidad de arrastre. Solo las cargas libres que se encuentren dentro del cilindro
atravesardn la superficie dS de la derecha en el préximo segundo. En efecto, ninguna carga
cruza la superficie lateral, pues, si solo se considera la velocidad de arrastre, se mueven en la
direccién del campo. Ademds, una carga que se encuentre a la izquierda de la base izquierda
del cilindro no tendra tiempo, en un segundo, de cruzar la superficie dS de la derecha, pues
se mueve hacia alli con una velocidad v; es decir, recorre cada segundo solo la distancia v,
que es la altura del cilindro. Por el contrario, una carga que esté en el interior del cilindro se
encuentra a menos distancia de dS que la que recorre en un segundo, que es v, por lo que sf
cruzard dS antes de un segundo. Por tanto, las particulas cargadas que cruzan dS en un
segundo son las contenidas en el volumen de la figura 3, y su niimero se halla simplemente
multiplicando la concentracion de cargas libres n por el volumen del cilindro:
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nodS.

La carga que cruza dS cada segundo se obtiene multiplicando por la carga g de cada
particula:

gnodS=prvdS.
Donde gn=p; (rho subele) se llama densidad de carga libre. La intensidad a través de cada
unidad de superficie perpendicular a v, que se designa por j, se obtiene dividiendo por dS;
es decir,

j=po
En el Sistema Internacional, g se mide en C/particula, n son particulas/m3 y v m/s,
resultando pj en C/m3y j en C/(m2s)=A/m?2.
Que p; no sea nula en un punto no significa que el conductor esté cargado en ese

punto, pues la densidad de carga ligada puede ser igual a p;. De hecho, como veremos, eso

es lo que habitualmente ocurre en los conductores: la densidad de carga libre es la misma
que la de carga ligada en cada punto, de forma que el conductor permanece en estado
neutro.

Conviene definir un campo vectorial asf:
j=p1o
§ resulta un vector cuyo médulo es gnv=pjv de la misma direccién y sentido que la velocidad
de arrastre. Se llama densidad de corriente, pues su modulo vale, en cada punto, la intensidad

que, por cada unidad de superficie, atraviesa una superficie perpendicular a la velocidad de
arrastre.

Como
v=UE,
queda:
j=qnuE=piuE.
A
o=qnu=piu.

se da el nombre de conductividad de las particulas de que se trate. oes, a través de n y 1, una
caracteristica de las particulas y del medio donde tiene lugar la conduccién. Resulta

j=oE.

Si las cargas libres son negativas, ¢ y q también lo son, por lo que o=gnu siempre es
positiva y j=oE siempre tiene el sentido de E. Es esta una caracteristica de la conduccién
eléctrica que conviene resaltar: cualquiera que sea el signo de la carga de los portadores, la densidad
de corriente a que dan lugar siempre tiene el sentido del campo.

En algunos medios, como los semiconductores y disoluciones, existen a la vez
particulas libres positivas y negativas. Al aplicar un campo eléctrico, la corriente eléctrica a
que dan lugar tiene el mismo sentido, por lo que la densidad de corriente total debida a
ambos tipos de particulas es simplemente la suma:

j=jp+in=0pE+0nE=(0p+0n)E=0E.

oes la conductividad del medio, y es la suma de las conductividades de ambos tipos de
particulas:
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O-:O-p+o-n
Si el nimero de portadores fuera superior a dos, la conductividad del medio serfa
0 =20}
k
donde cada oy vale
Ok = qx" Mk = PrMk

gk es la carga de cada tipo de particula libre, i es la concentracién y py es la movilidad. Si g
es negativo px también lo es, y la conductividad siempre es positiva.

La férmula j=0E. se llama ley de Ohm y expresa que la densidad de corriente en cada
punto de un conductor isétropo tiene la misma direccién y sentido que el campo que la
origina. Los cuerpos que la cumplen se llaman medios isétropos. Entre ellos se encuentran la
mayoria de los conductores utilizados, en especial los metales. La conductividad o puede ser
funcién del médulo del campo eléctrico. Si no lo es, el conductor se llama conductor lineal o
conductor 6hmico. El inverso de la conductividad se llama resistividad: p=1/ o.

En realidad, dependiendo de los conductores, la relacién entre j y E puede ser mds
compleja, aunque en ella siempre aparecerd E como causa de j. En particular, se llaman
conductores no isétropos los conductores en los que la relacién entre las tres componentes de j

3
segin los tres ejes x, y, z y las tres de E es j, =0/E, = Y oEx =[0][E]8. Pero los
k=1

conductores eléctricos mds usados en ingenierfa son los isétropos, los que cumplen la
férmula j=0oE. En lo que sigue nos referiremos exclusivamente a ellos.

A temperatura ambiente todos los cuerpos tienen cargas libres. Por eso la clasificacién
real en mejores o peores conductores y mejores o peores aislantes se basa en la
conductividad. Cuanto mayor sea o, mejor conductor y peor aislante es el material. En los
aislantes sélidos la concentracién de electrones libres es muy pequefia comparada con la
concentracion de electrones libres de los metales, por lo que, segtin las férmulas anteriores,
su conductividad también lo es. En los fluidos aislantes la concentracién de iones de ambos
signos es también pequefia. Hay aceites muy buenos aislantes que se utilizan para refrigerar
madéquinas eléctricas, principalmente transformadores. El aire no es un mal aislante.

Ecuacion de continuidad

El médulo de j es, en cada punto del conductor, la intensidad por unidad de
superficie perpendicular a j en ese punto. Por tanto (fig. 4 a), la intensidad por una superficie
dS, que forma un dngulo o con j, es

di=j-dS = jdScosa

1 on Onp op|E
8 Esta férmula es la misma que []] =|ja|=| 021 0©2 ©Oxn |E; |=[0][E]. La matriz [o] se llama

jal Lo 031 0311E;
tensor conductividad.
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b)

ds

S

Fig. 4.- Intensidad a través de superficies en funcién de la densidad de corriente.

La intensidad en una superficie S como la de la figura 4b) puede hallarse
aproximdndola por trozos de superficies planas como alli se representa. La intensidad en
cada trozo es aproximadamente

di=j-dS
si j es la densidad de corriente en el centro de dS°. La suma de las intensidades di de todos
los trozos planos de superficie es aproximadamente la intensidad a través de la superficie S.
Esta aproximacion es total en el limite, cuando la superficie de cada trozo tiende a cero y el
ndmero de trozos planos a infinito. Si ese limite existe se llama flujo de j a través de la
superficie S y se designa por la expresién

i=[j-ds
de forma que la intensidad a través de una superficie S es el flujo de j a través de esa superficie.

En lo que sigue utilizaremos el axioma de la conservacién de la carga: que la carga
eléctrica no se crea ni se destruye ni se transforma. Eso significa que la carga de un volumen
(la suma de la positiva y negativa) solo se modifica si sale o entra carga en ese volumen, es
decir, si la intensidad a través de la superficie cerrada que lo limita no es cero en algin
momento.

Supongamos ahora un conductor y una superficie cerrada S en su interior.
Llamaremos v al volumen limitado por esa superficie y p a la densidad de carga en cada
punto del conductor. Esta densidad de carga es la debida a todas las cargas, tanto a las libres
como a las ligadas; por tanto su valor puede ser cero. La carga encerrada en el volumen v en
cada instante es

q=Jpdv
[

Como la carga g del volumen estd formada también por cargas libres, puede salir o entrar
carga en dicho volumen. Si en cada instante sale carga del volumen v, hay una intensidad a
través de la superficie S que lo limita. Por el axioma de conservacién de la carga, esta
intensidad, es decir, la carga que sale cada segundo, es igual a lo que disminuye en el
interior cada segundo; o sea,

dg d dp
Sl L pdo=—[2L4q
ar~ an P’ £8t °

Al introducir la derivada dentro de la integral y derivar la densidad de carga p, se
transforma en derivada parcial porque p puede ser también funcién de las coordenadas x, y,
z, es decir, puede ser distinta en cada punto del conductor, pero solo hay que derivar
respecto al tiempo, por ello la derivada debe ser parcial.

9 En realidad basta que j sea la densidad de corriente de un punto cualquiera de la superficie dS,
ya que, al tender dS a cero, j queda univocamente determinada.

9
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S

Fig. 5.- La carga que sale cada segundo coincide con la que disminuye cada
segundo en el interior.

Por otra parte, la intensidad i es el flujo de j a través de la superficie cerrada que limita
el volumen v; o sea,

i=¢ j-dS=[V-jdo
S v

Se ha utilizado el teorema de la divergencia'f. Igualando los dltimos miembros de las dos
expresiones anteriores resulta:

S
{V-]dv— 'T[St do

El volumen v en que se integran las dos expresiones de los dos miembros es el mismo;
pero, a la vez, es cualquier volumen del conductor, por lo que la igualdad solo puede
cumplirse si los dos integrandos son idénticos, o sea, si

dp
V.j=—-Xt
T=7%51
o bien,
. Op
V.j+=L=0
Y

Esta férmula se llama ecuacion de continuidad y, si el lector vuelve a repasar su
obtencién, se dara cuenta de que solo es una forma de escribir que las cargas que salen cada
segundo por la superficie cerrada S son las que desaparecen del volumen interior limitado
por S. Realmente es una forma de expresar la conservacion de la carga eléctrica: en ningin
volumen v, del conductor se crea ni se destruye carga, sino que, si en algiin volumen

aumenta es porque ha entrado por la superficie que lo limita, y si disminuye es porque ha
salido!™.

Corrientes estacionarias

En un volumen v de un conductor la carga puede aumentar porque haya habido més
carga que ha entrado en él que la que ha salido, o viceversa. Es decir, puede haber
condensaciones o enrarecimientos de carga. La densidad de carga aumenta donde se condensa
y disminuye donde se enrarece, o sea, p en cada punto puede variar con el tiempo.

10 Que dice que el flujo de un campo vectorial, por ejemplo j, a través de la superficie cerrada S,

es igual a la integral en el volumen v limitado por dicha superficie, de la divergencia de j.

1 En un medio donde existieran zonas (voltimenes) en las que se crearan cargas libres o, por el

contrario, desaparecieran, la ecuacién de continuidad no se cumpliria en los puntos de esas zonas, pues podria
salir carga del volumen sin que disminuyera dentro, porque se crea carga. Las zonas donde se creara carga se
llamarfan fuentes, y donde desapareciera sumideros. Por eso la ecuacién de continuidad equivale a decir que en
el Universo no existen fuentes ni sumideros de carga eléctrica, que es otra forma de decir que la carga eléctrica total
del universo (suma de la positiva y la negativa) no varia, se conserva.

10
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Sin embargo muchas de las corrientes eléctricas que creamos en los conductores se

producen muy ordenadamente, de forma que no se originan condensaciones ni

enrarecimientos y, por tanto, la carga total en cualquier volumen permanece constante,

porque la intensidad que entra por un lado sale por otro (fig. 6). Es decir, p es constante en
cada punto del conductor. Por tanto, para ese tipo especial de corrientes,

op
4 _0
St

Fig. 6.- Si la corriente es estacionaria, la misma carga que entra en cualquier
volumen sale de él cada segundo.

Estas corrientes se llaman corrientes estacionarias; se producen de forma que la derivada parcial
de la densidad de carga respecto al tiempo es cero en todos los puntos del conductor. Por tanto,
para ellas la ecuacién de continuidad toma la forma

V.j=0

Esta es una definicién equivalente de corrientes estacionarias, aquellas corrientes
eléctricas tales que la divergencia de la densidad de corriente es nula en todos los puntos del
conductor. Esta es la manera formal de decir que la corriente es tan ordenada que no
produce condensaciones ni enrarecimientos de carga, ni siquiera de corta duracién. También
equivale a decir que la intensidad a través de cualquier superficie cerrada es nula. En efecto,
la intensidad a través de una superficie cerrada S que limita al volumen v, es

i=§ j-dS=] V-jdv=0

Se ha utilizado el teorema de la divergencia y que la divergencia de j es nula en todo punto
del conductor.

Todas las corrientes eléctricas que se emplean para transportar energia, que son las de
intensidad constante o lentamente variable con el tiempo, entre las que se incluyen las
corrientes alternas de 50 6 60 Hz, son muy aproximadamente corrientes estacionarias. De
ahora en adelante nos referiremos exclusivamente a ellas.

Intensidad en tubos de corriente

Se llaman lineas de fuerza de un campo vectorial a aquellas que, en cada punto, son
tangentes al campo. En un conductor en el que hay corriente eléctrica, la densidad de
corriente es un campo vectorial. Las lineas de fuerza de ese campo, lineas de fuerza de la
densidad de corriente, se llaman lineas de corriente, pues son las lineas que seguirian las
cargas libres del conductor si se movieran con la velocidad de arrastre. Asimismo, los tubos
de fuerza de j se llaman tubos de corriente. En la figura 7 se representa un tubo de corriente en
el que supondremos que las cargas positivas se mueven hacia la derecha. Como en todo tubo
de fuerza, la superficie lateral estd formada por las lineas de fuerza contenidas en ella; o,
dicho de otra manera, las lineas de corriente no atraviesan la superficie lateral del tubo. Eso
quiere decir que nunca hay paso de cargas ni, por tanto, corriente a través de la superficie lateral
de un tubo de corriente.

11
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S2

Fig.7.- La intensidad en cualquier superficie limitada por un tubo de corriente
estacionaria es la misma.

Pero ademads, si nos fijamos en el volumen limitado por la superficie lateral del tubo y
las superficies S1 y Sp por él limitadas, la intensidad total que sale (o entra) de ese volumen

es cero. Lo que quiere decir que, como no salen cargas por la superficie lateral, la carga que
en cada segundo cruza Si hacia la derecha, debe salir, cruzdndola hacia la derecha, por Sy,

también cada segundo. Es decir, en cualquier superficie limitada por un tubo de corriente
estacionaria la intensidad es la misma: la misma por S1 que por Sp.

Hay otra manera de llegar al mismo resultado. El punto de partida es la definiciéon
formal de corriente estacionaria:
V.j=0
La intensidad a través de la superficie cerrada limitada por el tubo y las superficies S1y Sy es
el flujo de j, es decir,
i=4j-dS=§j-dS+ §j dS+ §j-dS=is +is,
S St 51 52

is1 e isp son las intensidades a través de las superficies S1 y S hacia fuera del volumen. La
integral en la superficie lateral S, del tubo es cero, pues j es tangente en cada punto a la
superficie lateral. Aplicando el teorema de la divergencia,

$.j-dS=[V-jdv =0
v
porque V-j =0.De aqui,
J;deS =i51+i52 =O
O sea,

—ig1 =g
Es decir, la intensidad que en cualquier instante sale del volumen por S (hacia la derecha de
S») es opuesta a la que sale del volumen por S.

Si llamamos i1 e ip a las intensidades hacia la derecha de S1 y S» respectivamente,
resulta:
i1=-is1 e i2=ig2
Por lo que
i1=ip
O sea, en cualquier superficie limitada por un tubo de corriente (y, por tanto, en cualquier seccion de
un tubo de corriente) la intensidad en cada instante es la misma'2. Asi que se puede hablar sin

ambigiiedad de la intensidad de un tubo de corriente, entendiendo por tal la de cualquier
superficie limitada por éL.

12 Todo campo vectorial de divergencia nula tiene las mismas propiedades: flujo del campo a
través de cualquier superficie cerrada nulo y, por tanto, el flujo a través de cualquier superficie limitada por un
tubo de fuerza es el mismo.

12
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Los conductores metdlicos en forma de hilo, que son muy utilizados en Electrotecnia,
son tubos de corriente, ya que, en condiciones habituales de funcionamiento, las cargas no
pasan a través de la superficie lateral debido a la alta resistividad del aire o de los aislantes
en que se envuelven, resultando que la intensidad en cualquier seccién del hilo es la misma
en cada instante, y se puede hablar por ello de la intensidad de un conductor filiforme.

Primera ley de Kirchhoff

En muchas de las aplicaciones de la Electricidad las corrientes eléctricas se originan
en conductores metdlicos en forma de hilo. Cuando extremos de varios conductores se
conectan se forma un nudo. (fig. 8). Si rodeamos el nudo por una superficie cerrada
imaginaria, si las corrientes son estacionarias, la intensidad que sale o entra en el volumen
limitado por la superficie es cero. Pero como solo entra o sale corriente por los conductores
filiformes, resulta que, en cada instante, la suma de las intensidades que entran por los
conductores en el volumen es igual a cero: i1-ip4+i3-is-i5-ic=0 (las intensidades que entran al
nudo de la figura 8 son i1, -1, 13, -is, -i5 y -ie). El enunciado de este hecho se llama primera ley
de Kirchhoff: si todas las corrientes son estacionarias, la suma de las intensidades que llegan a un
nudo es cero. O, multiplicando por menos uno, la suma de las intensidades que salen de un nudo
es cero.

=]
1
. 2
I ! ;
<3
[ Il

16 |l :
i N

Fig. 8.- La primera ley de Kirchhoff es una propiedad de las corrientes
estacionarias.

La figura 9 representa un volumen que encierra un objeto cualquiera conteniendo lo
que se desee, (materiales conductores o no, aparatos eléctricos con aislantes o no, etc.) al que
llegan n hilos conductores. Siempre que las corrientes sean estacionarias, como en el
volumen no puede aumentar ni disminuir la carga eléctrica, la primera ley de Kirchhoff
puede enunciarse asf: la suma de las intensidades de las corrientes que llegan (o se alejan) a
(o de) un volumen es cero:

n
Zih =0
h=1

13 Gustav Robert Kirchhoff (1824-87), naci6 y estudié en Kénigsberg, antigua capital de Prusia
Oriental, hoy ciudad rusa de nombre de Kaliningrado. Fue profesor de las universidades de Breslau,
Heidelberg y Berlin. Enuncié las dos leyes eléctricas que llevan su nombre y junto a Bunsen inventé el
espectroscopio, con el que descubrieron el cesio y el rubidio.

14 Gustav Robert Kirchhoff (1824-87), naci6 y estudié en Konigsberg, antigua capital de Prusia
Oriental, hoy ciudad rusa de nombre de Kaliningrado. Fue profesor de las universidades de Breslau,
Heidelberg y Berlin. Enuncié las dos leyes eléctricas que llevan su nombre y junto a Bunsen inventé el
espectroscopio, con el que descubrieron el cesio y el rubidio.
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Volumen

Fig. 9.- La suma de las intensidades que llegan a un volumen es cero.

Insistiremos en que solo las corrientes estacionarias cumplen la primera ley de
Kirchhoff.

Resistencia

Cuando se aplica la ley de Ohm a un conductor 6hmico filiforme, se obtiene una
relacién entre la diferencia de potencial entre sus extremos y la intensidad que circula por el
conductor, que vamos a deducir.

E

AQ )B

Fig. 10.- En un hilo conductor homogéneo un campo uniforme produce una
corriente estacionaria.

La figura 10 representa un hilo conductor de seccién uniforme, homogéneo respecto a
la resistividad, rodeado de aislante, que puede ser el aire. Supongamos un campo
electrostdtico E uniforme en la direccién de su eje. Por tanto la diferencia de potencial Va-
VB=V B entre los extremos A y B es

VaB =E[;
I es la longitud del hilo?s.
En cada punto del conductor se cumple la ley de Ohm:
j=oE

Como j y E tienen la misma direccién y sentido, también se cumple la relacién entre
modulos:

j=0E
Multiplicamos los dos miembros por la longitud [ y por la seccién s del hilo:
Isj=0slE
sj=i es la intensidad por cualquier seccién del hilo, y IE=V ap. Por tanto,
li=05V AB
Despejando i,
i Vag _ Vap
[ l
— p_
o5 s
Donde

15
VAB=EL

Recuérdese que dV=-EdI. Integrando, y teniendo en cuenta que E no depende de I, resulta

14
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p=—
o

se llama resistividad. Como se ve, la cantidad

I

R=p-
s
depende solo del hilo. Se llama resistencia eléctrica de dicho hilo. Sustituyendo, resulta:
i~ Vas
R
o bien, llamando a V aAg simplemente V,
Vv
i=—
R

Esta férmula se llama ley de Ohm para los conductores filiformes. De ella se deduce
que la unidad de resistencia es el V/A (voltiol® por amperio), que se llama ohmio!” y se
representa en el Sistema Internacional por la letra griega omega maytscula Q. Como

R =p£
s
despejando p se deduce que la unidad de resistividad es el Qm2/m=Qm, y la de

conductividad el Q- Im-1. En el Sistema Internacional de Unidades el Q1 se llama siemens,
de simbolo S, por lo que la unidad de conductividad es el S/m (siemens por metro).

Conviene aclarar que, cuando se habla del potencial del extremo A de un hilo, se
entiende que todos los puntos de la seccién recta que contiene al punto A tienen el mismo
potencial. De hecho, esta situacién es la que se produce en la préctica, por eso puede
hablarse de diferencia de potencial entre los extremos de un hilo de seccién no despreciable.

La hipétesis de campo uniforme utilizada es una condicién necesaria (y suficiente)
para que la corriente en el hilo uniforme sea estacionaria, ya que, en un hilo conductor
homogéneo de seccién uniforme, solo un campo uniforme produce una corriente
estacionaria, pues, al ser un tubo de corriente, la intensidad i=js en cada seccién recta debe
ser la misma; como todas las secciones rectas son iguales, también lo es j en cada punto y,
como j=0E, y oes la misma en todos los puntos, también E lo es.

Un campo electrostdtico uniforme en un conductor uniforme y homogéneo no

requiere una distribucién especial de su carga libre. En efecto: la ley de Gauss

v.E=L£
I

aplicada a nuestro caso de campo en la direccién [ toma la formals,

dE_p
d ¢
16 En honor al italiano Alessandro Volta (1745-1827), profesor de la Universidad de Pavia que,

entre otras aportaciones, invento la pila eléctrica.

17 Se llama asi desde 1861 por Georg Simon Ohm (1787-1854), que nacié y estudié en
Erlangen(Alemania); fue profesor en Colonia, Berlin, Nurenberg y en la universidad de Munich. En 1827
descubrid la ley eléctrica que lleva su nombre, la ley de Ohm.

18 Ahora p vuelve a designar aqui la densidad voltimica de carga.
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pero como E es uniforme, no depende de ! y la derivada es cero, por lo que la densidad de
carga también lo es: no hay ningtin exceso de carga en ningin punto del interior del
conductor, es decir, la distribucién de carga en el conductor cuando circula por él una
corriente estacionaria es la misma que en el equilibrio electrostético, o sea, densidad de carga
interior nula. Dicho de otro modo: si obtuviéramos una fotografia instantdnea, la
distribucién de las cargas en el conductor que apareceria en la fotograffa seria la misma que
en equilibrio electrostdtico. Eso quiere decir que las cargas que se van desplazando van
siendo inmediatamente reemplazadas, como si se tratara de un fluido incompresible’®.

Volviendo a la resistencia, el hilo conductor establece una relacién fija entre la
diferencia de potencial entre sus extremos y la intensidad que pasa por él:

i= 4 ; V=Ri
R
Por eso, el concepto de resistencia se extiende a cualquier objeto con dos extremos, que llamaremos
terminales, que, cuando existe entre ellos una diferencia de potencial V, circula por el objeto una
intensidad i, de forma que existe un niimero real positivo R tal que i=V/R o, lo que es equivalente,
V=Ri. El simbolo de una resistencia, es el de la figura 11.

V
R

AN

Fig. 11.- Simbolo de la resistencia eléctrica R=V /.

La figura 11 es la representacién de la figura 10. Los puntos A y B son los mismos en
las dos figuras, aunque en la 11 todo el segmento a la izquierda de la resistencia ha de
considerarse el punto A y todo el segmento a la derecha de la resistencia el punto B. En otras
palabras, en las representaciones esquematicas, se considera toda la resistencia concentrada
y el resto de las lineas hilos sin resistencia. Se ha llamado ahora V a la diferencia de potencial
VaB. Con la notacién primitiva, Va-VB=Vap, el sentido que se toma como positivo para la
diferencia de potencial lo indica el orden de subindices, de forma que si VAp es un ntimero
positivo, por ejemplo 5, significa que A tiene 5 V mds que B; si Vap vale -5V, significa que A
tiene 5 V menos que B. En la notacién de la figura 11 se han suprimido los subindices, pero
se ha afiadido una flecha que indica el sentido positivo de la diferencia de potencial: el de los
potenciales decrecientes. Asi, con una representacién como la de la figura 11, cuando V es
positivo, por ejemplo 5V, A tiene 5V mds que B. Cuando V es negativo, A tiene menor
potencial que B. En resumen, la flecha indica el sentido natural de la corriente, o sea, el
sentido de la corriente cuando V es positivo. Asociado de forma natural a ese sentido de la
diferencia de potencial, estd el sentido que se toma como positivo para la intensidad i. Solo
con esos sentidos, que se corresponden, la figura 11 sirve como definicién general de
resistencia como la relacién v/i=R. Entonces R es siempre un niimero real positivo que, en el
caso de que el material que constituye la resistencia?’ sea lineal (0 no depende de E), no
depende de la intensidad i. Si el material es no lineal, R depende de i.

19 El simil del fluido incompresible es muy ttil para los que comienzan el estudio de las
corrientes estacionarias: las cargas se mueven en los conductores como el agua en una tuberia llena: en cuanto
comienza a entrar por un extremo del tubo lleno sale por el otro la misma cantidad aunque la velocidad de las
moléculas del agua sea pequefia.

20
dos terminales.

En espafiol la palabra resistencia designa tanto al niumero real v/i=R como al objeto material de
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El inverso de R, G=1/R=i/V se llama conductancia. Su unidad es el Q-1, que se llama
siemens, de simbolo S.

A B

O XA XB

Fig. 12.- Hilo conductor de resistividad y seccién dependiente de x.

En los pérrafos anteriores hemos encontrado la resistencia de un hilo conductor en
funcién de sus caracteristicas (resistividad, longitud y seccién), pero solo cuando es
homogéneo y de secciéon uniforme. Hilos de estas caracteristicas son continuamente
utilizados en Electrotecnia; pero, para algunas aplicaciones, es conveniente considerar hilos
de resistividad y seccién no uniformes como el de la figura 12. Consideraremos, no obstante,
homogeneidad transversal, es decir, que en cualquier punto de una secciéon recta del
conductor la resistividad es la misma y el potencial también. Resulta entonces que el campo
es perpendicular a esa seccidn, paralelo al eje X en la figura 12. Estas hipétesis son bastante
adecuadas cuando la seccién del conductor cambia suavemente a lo largo de la longitud.

Entonces, para cada punto del conductor, §, tiene por médulo
dv

j=0E=-0—
/ dx

el mismo también en todos los punto de cada seccién recta.

—dv=-Ldx=pjdx
o)
Multiplicando y dividiendo por la seccién en el punto x:

—-dV = pjsﬂ
s

js=i es la intensidad en la seccién s, la intensidad del conductor. Por tanto,

dv= pi%
s

integrando entre A y B resulta:
Vi - Vg = ifzgdx ~Ri
con
_[BP
R = _[ A dx
Si py s no dependen de x,

Bp p l
R =J.A:dx= ;(XB —.X'A)= pg

Si la resistencia no es un hilo homogéneo o no tiene forma regular o no se conocen sus
caracteristicas (longitud, seccién y resistividad del material), puede hallarse el valor de R
experimentalmente dividiendo la diferencia de potencial V entre la intensidad por ella:
R=V/i.

No solo se construyen resistencias de hilos de diferentes aleaciones metdlicas, sino
también de otros materiales, como carbén y cerdmicos; asf se consiguen valores del orden de
kQ y MQ.
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Clasificacion de los materiales atendiendo a su conductividad

Los medios en los que o es uniforme se llaman homogéneos respecto a la
conductividad?!. Si 6 no es uniforme se llaman inhomogéneos o no homogéneos.

a) b) c)
j=oE .
] ]
j=o(E)E
E E E
Fig. 4.- a) Medio lineal. b) Medio no lineal. ¢) Medio lineal hasta un determinado
valor de E.

Hay materiales en los que o no depende del campo aplicado. Se les llama medios
lineales??, pues en ellos el médulo de la densidad de corriente es una funcién lineal del
modulo del campo eléctrico. Los materiales en los que o depende del médulo de E se llaman
no lineales. Muchos materiales tienen un comportamiento sensiblemente lineal para
determinado conjunto de valores de E y claramente no lineal para otros (fig. 4).

El valor de la resistividad de los materiales permite clasificarlos en buenos
conductores, semiconductores y buenos aislantes. Un buen conductor tiene una resistividad
que oscila entre 105 y 106 Qcm, es decir, una conductividad de 10° a 106S/cm. Los
conductores metdlicos utilizados en ingenierfa estdn dentro de esos limites. Tan buena
conductividad se debe a la elevada concentracién de portadores, que en los metales son
electrones. Por ejemplo, si se supone que cada dtomo de cobre contribuye a temperatura
ambiente con un solo electrén libre, la concentracién de portadores en un conductor de cobre
es de 8.45x 1022 electrones libres/cm3, cantidad extraordinariamente alta2.

Tabla 1.- Resistividades y coeficientes de temperatura aproximados
de algunos materiales a 20°C.

Material Resistividad Coeficiente de

pen Qm. temperatura oren
KL

Aluminio 2[7 % 10—8 0.004

Azufre 2x 1015

Baquelita 2 x 105_2 X 1014

Cinc 6x108 0.004

Cobre 1,72 % 10—8 0.004

Constantan (Cu 60%, Ni 40%) 49,0x 1078 0.000002

Cuarzo 1x 1013

Ebonita 1013.1016

Germanio puro 0.046 x 10-8 -0.048

21 El adjetivo homogéneo se aplica referido a cualquier variable. Un cuerpo, material o medio es

homogéneo respecto a una variable, como la temperatura, densidad, conductividad, etc., si el valor de esa
variable es el mismo en todos los puntos del medio, es decir, que no depende de las coordenadas espaciales x,
Y, z, aunque puede depender de otras, como por ejemplo el tiempo, el grado de humedad, etc. De la variable
respecto a la cual el cuerpo es homogéneo se dice que es uniforme (decir que es constante significa mds bien
que no depende del tiempo). Un cuerpo puede ser homogéneo respecto a una variable y no serlo respecto a
otra.

22 También se llaman medios 6hmicos.

23 La poblacién mundial es menos que 1/ 1012 de esa cantidad.
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Grafito 1.4 x 10

Hierro 9.7 x 10—8 0.006
Madera 108_1011

Manganina (Cu 84%, Mn 12%, Ni 44 x 10°8 0.000000
4%

1\/(I7e)rcurio 96 x 1078 0.001
Mica 1011_1015

Nicrom 100 x 10-8 0.0004
Niquel 6.8x10°8 0.007
Oxido de aluminio 1x 1014

Oro 23x1038 0.004
Plata 1.6 x 1078 0.004
Plomo 21 x 10—8 0.004
Vidrio 1010.1014

Wolframio 55x 108 0.005

La resistividad de los semiconductores intrinsecos de uso habitual, a la temperatura
ambiente, va desde los 103 a 10° Qcm, lo que da una conductividad de 103 a 10> S/cm.
Valores tipicos a temperatura ambiente de la concentracién de portadores, que en ellos son
electrones libres y huecos?, son del orden de 1013 en el germanio y 1010 electrones/cm?3 en el
silicio. La concentracién es la misma para los huecos.

La elevacién de temperatura aumenta, en general, la concentracién de portadores. Por
el contrario, disminuye su movilidad. En los buenos conductores metdlicos, el aumento de la
concentracion de electrones libres al aumentar la temperatura es inapreciable, por lo que
influye més la disminucién de la movilidad en el valor final de la conductividad, que, como
resultado, disminuye en los metales al aumentar la temperatura.

En semiconductores como el germanio y el silicio, sin embargo, el aumento relativo
de portadores con la temperatura es importante, por lo que este aumento influye més en el
valor final de la conductividad que la disminucién de la movilidad. El resultado es que la
conductividad de los semiconductores aumenta con la temperatura®.

Por tltimo, la resistividad en los dieléctricos reales llega a alcanzar valores de 1018
Qcm, que equivale a una conductividad de 1018 S/cm.

Tabla 2.- Rigidez dieléctrica aproximada
de algunos materiales.

Material Rigidez dieléctrica
enV/m
Aire a la presién normal 3% 100
Nailon 19x 100
Oxido de aluminio 6x 100
Polietileno 18 x 100
Vidrio 9 x ]06
2 Equivalentes a particulas cargadas positivamente.
25 Recordemos que op=qnun. La concentracién n de electrones libres aumenta apreciablemente

con el aumento de la temperatura; aunque upn disminuye, el resultado final es que on aumenta con la
temperatura en los semiconductores. Lo mismo para los huecos.
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Los valores citados solo son vélidos para campos moderados, entendiendo como tales
los que no arrancan electrones de los dtomos ni directamente ni por choque de otros
electrones; es decir, campos de valor menor que la rigidez dieléctrica del material. Si en un
semiconductor o dieléctrico s6lidos se aumenta el campo ilimitadamente, se llega a un valor,
que depende de cada material, para el que el campo arranca directamente electrones ligados
a los dtomos y aumentan asf los electrones libres. Ademads, debido al gran valor del campo,
los electrones libres se aceleran de tal manera que, cuando chocan con los d4tomos de la red,
arrancan nuevos electrones. El aumento por alguna de estas dos razones o por las dos de la
concentracién de portadores, hace que el semiconductor o dieléctrico pase a comportarse
bruscamente como conductor, y la fuerte corriente que se origina, si no se controla, puede
provocar aumentos locales de temperatura que lo dafien. En algunos casos aparecen orificios
y partes de material quemado. Cuando esto ocurre se dice, especialmente hablando de
aislantes, que el material se ha perforado. El mayor campo eléctrico que puede aplicarse sin
que se produzca la perforacién se denomina rigidez dieléctrica del material de que se trate. En
los gases, incluido el aire, un aumento progresivo del campo produce, para un valor
determinado de este y por los mismos mecanismos, la ionizacién del gas y la conduccién
brusca con aparicién del arco eléctrico. El mayor valor posible del campo sin aparicién del
arco eléctrico es la rigidez dieléctrica del gas de que se trate. De forma similar para los
liquidos?® .

La resistividad de los metales

La conductividad de los metales disminuye cuando aumenta su temperatura, o, lo
que es equivalente, aumenta la resistividad cuando aumenta su temperatura. El incremento relativo
de la resistividad por cada grado que aumenta la temperatura se llama coeficiente de temperatura:

1d
a===L
pdT

su valor para los metales muy puros es préximo a 1/T (T es la temperatura absoluta del
metal)?’. Se tiene:

l= lﬁ, gzﬂ; InT +Ink =Inp; p=kT

T pdT T P
resultando su resistividad proporcional a la temperatura absoluta. No obstante, para
pequertias variaciones de temperatura, puede considerarse o constante, con lo que

ooddo dp

= ; —=o0dl; Inp-InK=dal; B _ ot
pdT  p K

p= KeaT _ Kea(273+t) _ poeat

Se ha tenido en cuenta que p,=Ke273% es la resistividad a 0°C. En vez de la férmula
deducida, se prefiere a menudo la aproximada por los dos primeros términos de su
desarrollo en serie de Taylor:

p=poe” = py +poat = po 1+ axt)

26 Los aceites que se utilizan como refrigerantes en algunos tipos de transformadores deben ser
aislantes y de alta rigidez dieléctrica.

2 A 20°C 1/T=1/293=0,0034, valor muy préximo a los experimentales de los metales puros tales

como el aluminio, cinc, cobre, oro y la plata que aparecen en la tabla 1.
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que, por comodidad, es muy usada en ingenieria para obtener resistividades de metales a la
temperatura centigrada ¢.

El papel de referencia que juega la temperatura de 0° C en la férmula anterior puede
desempeniarlo cualquier otra. Si esta es 1 resulta:

p=poe” = poe™ 1™ = p ™' = py + prot = py 1+ aAt)

donde At=t-t1.

La adicién de pequefias proporciones de impurezas a los metales puros siempre
aumenta la resistividad, aunque no el coeficiente de temperatura. De hecho pueden
conseguirse aleaciones con muy bajos coeficientes de temperatura, aunque su resistividad
serd siempre mayor que la del metal base. En la tabla 1 puede verse cémo el constantdn,
aleacién de cobre y niquel, tiene una alta resistividad, pero un coeficiente de temperatura
muy bajo. Lo mismo puede decirse de la manganina, de coeficiente de temperatura nulo
hasta la sexta cifra significativa.

Potencia de la corriente eléctrica

La teorfa de la corriente eléctrica que venimos desarrollando parte de un material
conductor y, en él, por medio de un campo, se mueven las cargas libres. Esto significa que la
fuerza, el campo, realiza un trabajo sobre cada particula cargada, que se acelera y aumenta
su energia cinética hasta que choca contra algin dtomo del conductor. Entonces cede parte
de la energia adquirida, y vuelve a ser acelerada de nuevo, y asf sucesivamente. El resultado
es que, cuando cesa el campo, toda la energia que ha comunicado a las cargas ha pasado al
conductor, que, por este motivo, aumenta su energfa interna y, por tanto, su temperatura.
Las cargas libres vuelven al estado de movimiento aleatorio exclusivo que tenfan antes de
aplicar el campo, es decir, movimiento con velocidad de arrastre nula. El aumento de la
temperatura en un conductor por el que circula corriente eléctrica fue observado
experimentalmente por Joule y, por ello, se denomina efecto Joule. Nuestro objetivo ahora es
evaluar la potencia que se comunica al conductor por este procedimiento.

\ v |

AQ I — DB
dg dg
Fig. 13.- El efecto préctico de la corriente es que la carga dq se ha trasladado entre
dos puntos de diferencia de potencial v en un tiempo dt.

Cuando en un hilo conductor como el representado en la figura 13 existe una
diferencia de potencial?® entre dos puntos, existe también un campo electrostdtico que
produce corriente eléctrica estacionaria en el sentido del campo, de forma que la carga dg
que en un tiempo dt atraviese la secciéon A de la izquierda, es la misma que la que atraviesa
la seccién B de la derecha. Es decir, el efecto del movimiento de las cargas, el efecto de la
corriente, es el mismo que si una carga dq fuera trasladada por el campo electrostatico entre
los punto A y B. Por tanto, el trabajo que el campo realiza para efectuar ese traslado es la

28 En adelante designaremos el potencial o diferencia de potencial instantdneo con letra
mintscula. Seguimos asi las recomendaciones de las normas, que aconsejan dejar las letras maytsculas para
representar valores no dependientes del tiempo. Hasta aqui habiamos preferido mantener la notacién habitual
en Electrostatica, letra maytscula para el potencial y letra mintiscula para la velocidad y el volumen.
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diferencia de potencial entre los extremos por la carga que se traslada: vdg. La potencia, se
obtiene dividiendo por el tiempo dt que tarda el campo en hacer el traslado de la carga:
dg

P=23

Pero i=dq/dt es la intensidad del conductor; por tanto la potencia buscada es
p=vi

Esa es la potencia que el campo eléctrico que mueve las cargas les entrega, y ellas, a su vez,
entregan al conductor.

Se ha supuesto un hilo conductor para obtener la férmula de la potencia, pero, si nos
fijamos en su deduccién, se observa que, cualquiera que sea el objeto de dos terminales entre
los cuales hay una diferencia de potencial v y circula por él una intensidad i, recibe del
campo que mueve las cargas una potencia p=vi. Para abreviar se le llama potencia de la
corriente eléctrica. El objeto de dos terminales que recibe esa potencia se llama receptor. p=vi es
la potencia que absorbe el receptor o, simplemente, la potencia del receptor. Hay receptores
que transforman esa potencia no solo en calor hacia el exterior como las resistencias, sino en
otros tipos de energfa.

A B
dqg i dg

Fig. 14.- Cualquiera que sea el receptor, la potencia que absorbe vale p=vi.

Obsérvese que la potencia que absorbe un receptor es positiva, o sea, realmente
absorbida, cuando tanto v como i sean positivas las dos o negativas las dos. Desde luego,
cuando la tnica causa de la corriente en un objeto de dos terminales es un campo
electrostético, la corriente siempre tiene el sentido de ese campo electrostdtico y, por tanto,
de los potenciales decrecientes. Es decir, v e i tienen el mismo sentido. Pero veremos mds
adelante que hay objetos en los que, debido a otros campos superpuestos, la intensidad
puede tener sentido contrario a la diferencia de potencial. Entonces la potencia que absorbe
ese objeto es negativa, queriendo significar que entrega potencia, que empuja las cargas
positivas en contra del campo electrostatico, es decir, hacia los potenciales crecientes (o las
negativas en el sentido del campo).

Si el receptor es una resistencia, siempre v e i tienen el mismo sentido, y la potencia
que absorbe es siempre positiva: p=vi. Como, ademds, en una resistencia v=Ri, resulta p=Ri2.
O bien, como i=v/R, p=vz /R. Por tanto, la potencia que absorbe una resistencia es siempre
positiva de valor

Fig. 15.- La potencia absorbida por el receptor es p=vi.
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La figura 15 resume todo lo dicho: la potencia que entrega el campo o que absorbe el
objeto de dos terminales es p=vi. Si v e i son las dos positivas o las dos negativas, p es
positiva y el objeto realmente absorbe la potencia p=vi, por lo que es realmente un receptor.
Si i tiene el signo opuesto de v, entonces la potencia es negativa; significa que el objeto
entrega potencia o, lo que es equivalente, que empuja las cargas en sentido contrario al
campo electrostatico. El objeto se llama entonces generador.

Los vatimetros son aparatos que miden la potencia absorbida por los receptores.
Indican el valor de esa potencia en cada instante. No obstante, si la potencia que absorbe el
receptor no es constante, sino que cambia con el tiempo de forma periddica, y si ese cambio
es demasiado rdpido, el vatimetro indica el valor medio en un periodo de la potencia que el
receptor absorbe. De aqui que el valor medio de la potencia sea de gran interés en
Electrotecnia. El valor medio de la potencia que absorbe una resistencia en el intervalo de
tiempo (t1, £2) es

1 1 1
P=——["pdt= ——[*Ri*dt = R——[ *i*dt = RI*
tz_tl t t2_t1 ty tz—tl 51
Donde
1
I= |——[*Par
t2_tl t

es el valor medio cuadrdtico de la intensidad en el intervalo en que se halla el valor medio de
la potencia.

También

1 1 2 1 1 2
P= INZE [P ar== jtzvzdt=v—
tz - tl 41 t2 - tl i R R t2 - tl t R

dt

1 th 2
th—h Ll ‘
es el valor medio cuadrdtico de la diferencia de potencial en el intervalo considerado.

Los wvalores medios cuadrdticos se llaman en Electrotecnia wvalores eficaces. Por su
aparicién natural en la potencia media que absorbe una resistencia y en otras expresiones
relacionadas con la potencia, tiene gran importancia, tanta que algunos amperimetros y
voltimetros se fabrican para que midan los valores eficaces. En adelante designaremos los
valores eficaces con letras maytsculas sin subindice.

Problemas

1.- Hallar la densidad de atomos 1, de un cuerpo en funcién de su peso atémico Ay
su densidad d. Hallarla para el cobre y el aluminio.

Solucién:

Se llama densidad de 4tomos de un cuerpo al nimero de dtomos que hay en cada
unidad de volumen de ese cuerpo.

Un mol de dtomos son 6.023x10%° 4tomos. N 4 =6.023% 10%° se llama ndmero de
Avogadro. 5i V es el volumen de un mol, el niimero de dtomos por unidad de volumen es

N
n, = 7A. La masa en gramos de un mol de dtomos es A, por lo que su volumen es V = rE
Por tanto
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Ny Ny Nyd

Ty TTA T4

d

Si se sustituye en la férmula d en g/cm3 y A en gramos, se obtiene 1, en d&tomos por
centimetro ctbico.

Para el cobre A=63.54 g 'y d=8.92 g/cm3, por lo que
o atomos

6.023 x10%°x 8.92 )
n = =8.45%x 10
aCu 63.54 cm®

Para el aluminio A=26.98 g y d=2.7 g/cm3, por lo que

6.023 x1023x 2.7
LTINS

:603><1022 atomos
26.98 - cm®

2.- Encontrar una férmula para la concentracién n de electrones libres en un metal en
funcién de la densidad d del metal, de su peso atémico A y del niimero v de electrones libres
por dtomo (v es el nimero de electrones de valencia). Si se supone que cada dtomo
contribuye con un electrén libre, hallar la concentracién de electrones libres en los dos
conductores de uso habitual en Electrotecnia: en el cobre y en el aluminio. Hallar de nuevo la
concentracion de electrones libres y la densidad de carga libre en el cobre si cada dtomo
contribuye con dos electrones.

Solucién:

La densidad de dtomos, hallada en el problema anterior, es n, = NTAd. Si cada dtomo

aporta v electrones libres, la densidad de electrones libres es
N 4dv
n=—4—
A

Si A estd en gramos y d en gramos/cm3, se obtiene n en electrones libres por
centimetro cdbico.

Para el cobre A=63.54 g y d=8.92 g/cm3. Para v=1,

6.023 x10%3x 1
nCu =

%8.92 = 8.45% 1022 electrones libres
63.54 R o’

Para el aluminio A=26.98 g y d=2.7 g/cm3. Para v=1,

6.023x10%3x 1
N T

%27 = 6.03 x1022 electrones libres
26.98 R P

Para v=2 en el cobre,
> electrones libres

6.023 x10%3x 2
My = 2o X2 892 =16.90% 10 >
63.54 cm

’

Como se ve, para v=2 la concentracién se duplica, pero permanece el orden de
magnitud.

La concentracién de carga libre es

P = gniy =1.60x 107" x16.90 x10% = 27.04x10°C / cm® = 27.04kC / cm®
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Una cantidad enorme. Si la carga libre que hay en un centimetro cibico de cobre cruzara una
superficie en un segundo, la intensidad por esa superficie serfa de 27 kA.

3.- Por un hilo conductor de 1 mm?2 de seccién circula una intensidad de 15 A.
(Cuantos electrones atraviesan una seccién del conductor cada segundo?

Solucién:

Cada segundo atraviesan una seccién del conductor 15 C. Cada electrén tiene una
carga de -1.602x10-19 C. Por tanto el ndmero de electrones que atraviesan una secciéon en un
segundo es

N = 15 = -9.363x 101 electrones
-1.602x 10 s
Una cantidad enorme, pero, solo algo mds de la milésima parte de electrones libres
que hay en un centimetro ctibico. Basta por eso que los electrones se muevan muy
lentamente para que originen las intensidades habituales. El signo negativo significa que los
electrones cruzan la superficie en sentido contrario a la intensidad.

4.- 15A/mm?2 es una densidad de corriente alta en los conductores eléctricos
metdlicos de uso ordinario. Con objeto de tener una idea de la velocidad de arrastre de los
electrones libres de los conductores de las instalaciones eléctricas habituales, hallar la
velocidad de arrastre de los electrones de un conductor de cobre de 1 mm? de seccién por el
que circulara una intensidad constante de a) 15 A, b) 30 A, ¢) 100 A. Suponer un electrén
libre por cada dtomo. Hallar de nuevo la velocidad de arrastre para el caso a) suponiendo
dos electrones libres por dtomo.

Solucioén:
La densidad de corriente para portadores con carga q y densidad de portadores n es
jn=gnvn. De aqui, para el caso a),

i
vn:]_”:i:L; 5 15 55 =—0.11cm / s
gn gn gsn  -1.602x10" " x0.01x8.45x 10

El signo negativo significa que la velocidad es de sentido contrario a la densidad de
corriente. Proviene de que g es un ntimero para el electrén.

Para el caso b)

i
Z]n:]—nzi:L: —T5 30 > =-0.22cm /s
gn gn gsn  —1.602x10" " x0.01x8.45x 10

Para el caso c)

i
o s 1 o —5 100 > =—0.74cm / s
gn gn gsn  -1.602x10 ""x0.01x8.45x10

0, =
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Como se ve, incluso para densidades de corriente altas, la velocidad de arrastre es
muy pequefia?®, menor de 1 cm/s.

En el caso de que el nimero de electrones libres por dtomo fuera dos en lugar de uno,
la velocidad de arrastre seria la mitad:

i
j i
vnz]—”zi——

= 15 =-0.05cm/ s
gn qn gsn -1.602x107°x0.01x16.90x10** ~

5.- Hallar la velocidad y el espacio que recorren los electrones libres de un conductor
de cobre por el que circula una corriente sinusoidal de frecuencia f=50 Hz y de densidad de
corriente eficaz [=10 A/mm?2.

Solucién:

La densidad de corriente instantdnea es j= ], senwt, a la que corresponde la

velocidad de arrastre v =-L = ]—msena)t =V, senwt, que es una velocidad alterna de la
qn.qn
2
misma frecuencia que la intensidad. V,, = Juw _ i es el valor maximo de la velocidad de
qn.qn

arrastre.

El espacio que recorren los electrones es

|% 2 2
x = [odt = ——coswt = —icosa)t = —icoswt =-X,,coswt
() qnw 2nfgn

Se ha tenido en cuenta que @ = 2xf.

O sea, si la intensidad es sinusoidal, los electrones solo vibran. El méximo
desplazamiento respecto al punto central de la vibracién es

" 2mfan
Para el hilo de cobre dado
]2 1042

v =——senwt = 9
gn -1.602x10 ~~ x8.45x 10

J\2 1042
ot =- 19 22 €08
2nfqn 21X 50(—1.602 %10 )x 8.45x10

55 Senot = ~102senat

ot =

= 3.3x 10 °cosat

Es decir, la velocidad maxima es 107 m/s = 1mm/s; y el desplazamiento maximo

respecto al punto central de oscilacién de cada electrén es 3.3 x 10°°m=33 wm-.

29 La razén de que la velocidad de arrastre sea tan pequefia es que hay muchos electrones libres
por cada centimetro ctibico, es decir, mucha carga libre, como se vio en el problema anterior. Por eso, aunque
los electrones se muevan lentamente, pasan muchos cada segundo.

Estos resultados deben contribuir a eliminar algunas interpretaciones incorrectas consistentes en creer
que los electrones en los conductores se mueven con velocidades de arrastre muy elevadas, incluso préximas a
la de la luz.

26



F.Redondo Quintela y R. C. Redondo Melchor

Una corriente sinusoidal en un hilo conductor consiste, por tanto, en la vibracién

sincrénica, o sea, en fase, de todos electrones libres del conductor. La velocidad méxima de

esta vibracién es reducida, en este caso de 1 mm/s, y el desplazamiento méximo también

muy reducido, en el ejemplo de unas 3 micras. La frecuencia de este movimiento vibratorio
armonico es la de la intensidad; en este caso 50 Hz.

6.- Hallar la movilidad de los electrones libres del cobre suponiendo una
concentraciéon 7=8.45x 1022 electrones/cm3 y una resistividad p=1.72 uQcm. Hallar la
constante C, la constante de tiempo de la velocidad y el tiempo que tarda en establecerse la
velocidad permanente de los electrones en un conductor de cobre desde que se aplica un
campo eléctrico constante. La masa del electrén es m=9.1 x107! kg.

Solucién:
n=8.45% 1022 electrones/cm3 =8.45x 1028 electrones/ m3
p=172uQ.cm =172 10 °Qm

De o = gqnu se obtiene

_o__1
qn  pqn
L, = L _ 430x10° T
T 172x 10‘8(—1.60>< 10‘19)8.45 x10%% Vs
De u= 1 resulta
C
_q9_ 9 _ 2
€= w1 P
pqn

2
Ceu=pr'n=172x10"° x(-1.602x107"°) x8.45x 10*° =
=3.7x107" Ns/m

La constante de tiempo es

m m
T

C pqzn
9.1x107" ~
2 =
1.72 % 10‘8(—1.602x 10‘19) x 8.45x10°%

Tcy =

=24x10""s = 24fs

Se considera que la velocidad ha alcanzado el valor permanente cuando ha
transcurrido un tiempo igual a cinco veces la constante de tiempo:

5%9.1x107°!
5T, = =

2
1.72 ><10*8(—1.602 ><10*19) % 8.45% 1028

=12 x10"3s = 120fs
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Tiempo que justifica la hipétesis de que la velocidad de los electrones es proporcional
al campo eléctrico si este no varia con mucha rapidez.

7.- La densidad de corriente de un conductor de cobre es j=100 A/ mmZ2. Hallar la
velocidad de arrastre de los electrones libres de ese conductor a partir de =0 en que se anula
el campo eléctrico en todos sus puntos.

Solucién:

Si el campo eléctrico es cero, la tinica fuerza sobre los electrones es la de rozamiento,
por lo que la ecuacién del movimiento es

—Cv =ma; —Cvzm@; d—vz—gdt
dt v m
no-nK=-S¢ ml=_%
m K m
_S <
Ezem; v=Ke m
K

K se puede hallar si se conoce la velocidad en t=0, que llamaremos v(0). Entonces
v(0)=Ky

C
-t

v =0v(0)e ™

De j = gnv se obtiene que v = L, y
qn

100 x10° B
O—Ci;( 0 55 = 7-4x10 3m/S=7.4rnrn/s
1.602x10 " x8.45%x 10
_S5, S —
v=T4e m =7 4e 24x10

v(0) =

La velocidad se hace cero y, por tanto, también la densidad de corriente, al cabo de
unas cinco veces la constante de tiempo, es decir, al cabo de
57=5x24x10*=1.2x107"%s =120 fs.

8.- La concentracién de los principales iones del agua del mar®® y sus movilidades
son, a 0°C, las siguientes:

Ion Concentracién en m-3. Movilidad en m2/Vs.
Nat 276 x 1024 27 x10°8
K* 5.8 x 1024 42 x10°8
Mg2+ 315 x 1024 52 x108
cr 332 x 1024 43 x10°8
S042- 6.1 x 1024 8.6 x108

Averiguar la conductividad total y el ion que mds contribuye a ella. Hallar la densidad de
corriente en el agua del mar por cada unidad de campo eléctrico y compadrese con la que se
origina en el cobre, de resistividad 1.72 uQ cm.

30 Los datos se han obtenido de A. M. PORTIS, Campos Electromagnéticos, Barcelona 1985, que
cita las Tablas Fisicas del Instituto Smithsonian, 1956.
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Solucién:
Hallaremos la conductividad a que da lugar cada ion:

Oy, =1.602x107"7 %276 x10**x 2.7 x 107° = 1.194S / m

Oy =1.602x107"7 x5.8x10°* x4.2x10™° 2 0.039 S / m

Oy =2x1602x1077x315x10%x 5.2x107" 205255/ m
oo =1.602x107""x 332x10°* x4.3x107° = 2.287S / m

G =2x1.602x1077 x6.1x10** x8.6x10™° =0.168 S / m

SOz~
Como se ve, la mayor contribucién es la del ion cloro, con 2.287 S/m.

La conductividad total es la suma de las conductividades:
0, =1.194+0.039 +0.525+2.287 +0.168 = 4.213S / m

La densidad de corriente por unidad de campo eléctrico es

jo=0,E=4213x1=4213A / m* = 4.213 A / mm?

En el cobre
jcu = OcyE = ;Sx 1=58.140x10° A / m? = 58.140A / mm”
1.72x 10"
. 6
fou _58140X10° oo 0
Ja 4.213

El cobre es mucho mejor conductor que el agua del mar.

9.- Hallar, a 20°C, la relacién entre los campos eléctricos que crean la misma densidad
de corriente en el cobre que en el hierro. Utilizar los datos de la tabla 1.

Solucioén:

Para crear la densidad de corriente j en el cobre se necesita un campo eléctrico tal que
j=ocuEcy; es decir, Ecy=j/ ocu=jpcu=1.72x108]. Para crear la misma densidad de corriente
en el hierro se necesita un campo Epe=jppe=9.7x1078;. La relacién es

E 9.7 %1078
Fe o 22" ) - 564
Ecy 1.72x107%;

Los campos que crean la misma densidad de corriente en distintos conductores son
directamente proporcionales a las resistividades.

10.- Hallar, a 20°C, la resistencia por metro y por kilémetro de longitud de un
conductor filiforme de cobre, de aluminio, de hierro y de wolframio de 1 mm?2 de seccién.
Hallar el campo eléctrico que hace circular en cada uno de los hilos 10 A.

Solucién:

l -8 1 )
R = -=1.72x10 =1.72x10 “Q
mCu pCus 1><10_6

l _8 1 )
R = -=2.7x%x10 =27x10°Q
mAl = PAl S 1x10°
l s 1 2
R = -=9.7x%x10 =97x10°Q
mFe Pre s 1)(10_6
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[ g 1 -2
R.w = pw— = 5.5x10 =55x1072Q
mW = Pw S 1x107°

Rimcy =1.72x1072 x10° =17.2Q

Rias =2.7 1072 x10° = 27Q

Rippe = 9.7 %1072 x10° = 97Q

Rimw = 5.5%107% x10° = 55Q

Vircu = Rincu 21.72x102x10=0.172 V/ m = Ec,
Voal = Roai =2 27%102 x10 = 0.27 V / m = E,

VinFe = Rinpei 2 9.7 X107 x10 = 0.97 V / m = Eg,
Vow =R,wi=55x102x10=0.55V/m=Ey

11.- A 293K el coeficiente de temperatura del cobre es o =0.004 y su resistividad
p(293) = 1.72uQcm . Hallar su resistividad a 80°C con las diferentes férmulas usuales y

comparar los resultados.
Solucién:

a) Se supone la resistividad proporcional a la temperatura absoluta: p=kT . Esto
equivale a no considerar el valor experimental de ¢, sino a aceptar el valor teérico ¢ =1/T.
Entonces, a 293 K se tiene: p(293) = k x 293, de donde k = p(293)/293, con lo que
p(293) 1.72x10™° x 353

353 = =272 x107%Qm
293

(273 +80) = kx 353 =
b) Con p=K eaT, se considera ¢ independiente de la temperatura. Con « = 0.004 se
tiene: p(293) = Ke®**%%; K = p(293)[ e***%°

293 1.72x107° .
p(353) = 5 ingge‘“m = e0+4x2093e0~004x353 =2.19x107°Qm

c) p=p;(1+ 0At) es una aproximacién del caso anterior:
p(353) = p(293)(1 +0.004(353 - 293)) =2.13%x10°Qm

Como se ve, los resultados difieren, por lo que, en aplicaciones de ingenierfa, las
férmulas deben ser consideradas solo como orientativas.

12.- En la figura 1 se representa la intensidad de un conductor filiforme de 5Q de

resistencia. Hallar su valor medio en un periodo y la carga que ha atravesado una seccién
del hilo en 2 horas.

10A —

0.1 0.2 0.3 tensegundos
Fig. 1.- Intensidad periédica.

Solucioén:
En el primer periodo la funcién estd definida ast:
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10 si 0<t<0.1
0 si 01<t<02
El valor medio en un periodo y en un nimero entero de periodos es

I= ( “1odt+ 'ZOdtj= Lot =L =54
02-0 01 02 02

2 h=7200 s es un namero entero de periodos, ya que 7200/0.2=36000. Por tanto,
q(2h)=1(t, - ;) = 5x 7200 = 36000C = 36 kC

1=

13.- Hallar el valor eficaz de la intensidad del problema anterior en un periodo y el
valor medio de la potencia que absorbe la resistencia en un periodo. ;Cudnta energia
absorbe la resistencia en 2 h?

Solucién:
1=‘/ L% dr = ( 10%dt+ '202dt) -
0.2-0"0 0.2 01

‘/— 1102 dt ‘/—[1001‘] _\/7 5v2=7.07A

P=R12=5><(5‘/E) =250W

Como 2 h = 7200 s es un namero entero de periodos,

W = P(t, — ;) = 250 7200 = 1800000 = 1.8 MJ

14.- La figura 2 es la grafica de la intensidad por una resistencia de 50 Q. Hallar sus
valores medio y eficaz, el valor medio de la potencia que absorbe la resistencia en un
periodo, la carga que ha circulado y la energia que ha absorbido la resistencia al cabo de
media hora. Dibujar la gréfica de la tensién en la resistencia.

0.5 1 1.5 tensegundos
Fig. 2.- Gréfica de la intensidad.
Solucién:

La intensidad en el primer periodo esta definida asi:
20

i==ZLt—40t si 0<t<05
0.5
- 0.5
1= —1 % 40rdt = 1[201‘2] —2x5=10A
0.5-0% 0.5 0
0.5
‘/ j0540t dt = 2[1600 } -2 11554
0.5— 070 3
4
P=r?=50x| 22| 22210 _ ce6.67W = 6.7kW
B

0.5 h=1800 s es un ndamero entero de periodos; por tanto,
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9(0.5) = 10x 1800 = 18000C = 18kC

2x10*

W(0.5h) = Pt = x 1800 = 12 x10°] = 12M]J

1.5 tensegundos
Fig. 3.- Tensién de la resistencia.

La tensién de la resistencia es v=Ri=50i. En el primer periodo, v=50x 40t=2000¢ si
0<t<0.5 s. Es, como la intensidad, una recta de valor extremo en t=0.5s v(0.5)=1000 V. Se

representa en la figura 3. La gréfica de la tensién de una resistencia tiene la misma forma

que la gréfica de la intensidad, pues se obtiene de ella multiplicando por un ndmero real
positivo.

15.- Demostrar que el valor eficaz de la tensién de una resistencia cuya intensidad
tiene un valor eficaz I es V=RI, y que el valor medio es V =RI (I es el valor medio de la
intensidad).

Solucion:
El valor instantdneo de la tensién en una resistencia es v=Ri. El eficaz es

Vo | ["o?dr= | ["R%2dt = R |——[*dt =RI
t b —h 1 t t “h

th—f - »—h

El valor eficaz de la intensidad es

1

I= |1 ]2

t2_t1 31
— 1 ty 1 . ty. -
V= [Zodt= Ridt =R | Zidt =RI

tz—tl t t2—t1 t tz_tl 2]
- 1 )
I= ffzzdt

ty —t;°h

es el valor medio de la intensidad.
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