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Energia electrostatica de una distribucion de carga eléctrica

Hasta ahora hemos supuesto distribuciones de carga, pero no hemos considerado la
energia necesaria para formarlas. Se llama energia electrostdtica de una distribucién de carga
eléctrica al trabajo que hay que realizar para trasladar esa carga desde regiones de potencial cero al lugar
que ocupa en la distribucion, supuesto que no hay mds campo eléctrico que el que crea la carga de la
distribucién. Ese trabajo coincide con el que realizarian las fuerzas electrostdticas de la propia
distribucion, si se permitiera que se dispersara su carga para volver a su situacién inicial.

En lo que sigue, supondremos que el medio en el que se sitda la distribucién es un
dieléctrico lineal y homogéneo respecto a la permitividad &, que llena todo el espacio, y que
su densidad de carga es inicialmente nula en todos sus puntos, por lo que el campo eléctrico
también es inicialmente cero en todos los puntos del dieléctrico. Supondremos el origen de
potenciales en el infinito!.

Energia electrostatica de una distribucién de cargas puntuales

Para traer una carga puntual g1 desde el infinito a un punto cuyo vector de posicién es
ry, no hay que realizar trabajo, pues, segun las hipétesis de partida expuestas en el apartado
anterior, el valor del campo eléctrico es cero en todos los puntos, y la fuerza sobre g1 es, por
tanto, cero. Si ahora se trae la carga g, desde el infinito hasta el punto r,, el trabajo que hay
que realizar es
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es el potencial del punto que va a ocupar la carga g,, que solo estd creado por la carga g;.
o= |r1 - r2| es la distancia entre los puntos que ocupan las cargas q; y g,. Si a continuacién
traemos la carga g5 al extremo de r3, el trabajo necesario vale
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donde

1 Segtn lo ya visto, el potencial que una carga puntual 4 crea en un punto situado a una distancia R

e %+ C, donde C es el potencial del infinito. Por tanto, asignar potencial cero al
0

infinito es hacer C = 0 Si el medio es un dieléctrico, &, debe sustituirse por la permitividad & del dieléctrico.

de ella en el vacio es V =

2 El trabajo W, se realiza en contra del campo eléctrico. El trabajo que realiza el campo es

‘12(‘/1 - V2)=q2(O—V2)=—q2V2 =-W,.
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es el potencial que las cargas q; y g, crean en el extremo de r3. De la misma forma, si se acerca
a continuacion la carga g, hasta el punto ry, el trabajo vale
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es el potencial creado por las cargas q;, 4, y 43 en el punto r,. Y asi sucesivamente. El trabajo
para traer la carga q,, al punto r, es

W, = (Vi + Vi, 4L +17,) = | D, D ) Gl
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El trabajo total realizado para traer las n cargas es la suma de los anteriores:
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De forma resumida,

1 1 n n 1 1 n n
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El factor 1/2 se debe a que el sumatorio hace aparecer dos veces en lugar de una el
producto de cada carga por las otras.
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Esta es la férmula mds atil para hallar la energia electrostdtica de una distribucién de
cargas puntuales. Se puede obtener otra equivalente asi: el potencial que todas las cargas de la
distribucién excepto g, crean en el punto que ocupa g;, vale

V=3 @
k= ATE 1y,
Por tanto, para traer la carga g;, desde el infinito, de potencial cero, hasta ese punto, el trabajo
vale
n

1 g
W/, =q,V, = — 3)
h=Y9nVh qhk;:h ame 1,

Poniendo (1) como

se ve que
1 n
== 2 4,V (4)
251

(3) da el trabajo que hay que realizar para llevar la carga puntual g;, desde el infinito al
punto que ocupa en la distribucién, pero suponiendo que las 1 —1 cargas restantes estdn ya en
su lugar. Si ese trabajo se halla de la misma forma para todas las n cargas, la férmula (4)
expresa que la energfa de la distribucién es la semisuma de todos esos trabajos.

La (1) muestra que la energia electrostitica de una distribucion de carga es
inversamente proporcional a la permitividad €. Es asi porque el campo que crean las cargas en
un dieléctrico es menor que en el vacio, por lo que en un dieléctrico hay que realizar menos
trabajo que en el vacio para acercar las cargas a su lugar.

Energia de una distribucion continua de carga

Sea dg = pdv la carga de un volumen dv de una distribucién continua de carga en un

medio dieléctrico lineal y homogéneo, de superficie limite en el infinito, y V el potencial en dv.
V estd creado por toda la carga no contenida en dv. Segtin (4), la energia de la distribucién es

W = ledq=1JVpdv (5)
2 2
q v
De forma similar, para distribuciones superficiales o lineales de densidades ¢ y 4.
w=1vag=Liveds 6)
2, 2%
1 1
W==[Vdg==]VvadL 7)
2, 27

Por ejemplo, si se tiene un tinico conductor en equilibrio electrostatico con una carga g,
la energia de esa distribucién de carga es

1 1 1
W==[Vdg==V[dg=—qV 8
2£ q 2£q 21 ®
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W se llama energia electrostdtica de ese conductor. V es el potencial que la carga del

conductor crea en los puntos del conductor. V sale fuera de la integral en la férmula porque el
potencial de un conductor en equilibrio electrostético es uniforme.

(8) puede servir para hallar la energia que almacena un condensador en una red
eléctrica. En las redes eléctricas los generadores pasan electrones libres de una placa a otra de
cada condensador, de forma que si la carga de una placa es g, la de la otra es su opuesta, -4. Si
se toma la placa con carga negativa como origen de potenciales, cargar un condensador
consiste en llevar la carga g desde el origen de potenciales hasta la placa positiva, de potencial
V. La energia electrostatica es la del conductor que constituye la placa positiva:

1 1,
We==qV==CV
c=31" =35

V es la diferencia de potencial entre la placa positiva y la negativa. Se ha tenido en
cuenta que g=CV.

Si la distribucién consiste en n tinicos conductores, al aplicar (5) su energia resulta
1 n
W==2q,V,
2p=1

Cada V, es el potencial del conductor / respecto a una referencia comudn. V), estd creado por la
propia carga del conductor & y la del resto de conductores.

Si la distribucién estd formada por carga con densidad p en cada punto ademds de n
conductores, la energifa es

1 1z
W=—[Vpdv+= Xq,V,
2, 2 p=1

V es el potencial creado en el volumen infinitesimal dv por el resto de la distribucién y por la
carga de los conductores. V), es el potencial de cada punto del conductor i, que es uniforme.
Vj, estd creado por la carga del propio conductor #, la del resto de los conductores y por la

carga distribuida en el dieléctrico, de densidad p.

En la férmula (5) V es el potencial en el volumen infinitesimal dv creado por la carga no
contenida en dv. p esla densidad de carga en dv. Por eso, si se varia el volumen v afiadiendo o
quitando volimenes en cuyos puntos la densidad de carga sea cero, esos incrementos de
volumen no contribuyen a la integral de la energfa, pues en todas esas partes pdv=0 por ser
cero p. Eso significa que la energia electrostatica de una distribucién de carga es un ntimero
real caracteristico de la distribucién, independiente del volumen de integracién, siempre que
ese volumen contenga la distribucién.

Energia del campo electrostatico

A partir de (5) es posible encontrar una férmula equivalente en la que intervenga el campo
electrostatico. Si, como venimos haciendo, el medio es un dieléctrico lineal y homogéneo
respecto a la permitividad ¢ se cumple la ecuacién de Poisson:

v.E=£
€
y (5) se puede transformar asf:
wzéijdvzéjv,sv.EdvzgjvV-Edv (13)
4 4 [

4
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De la identidad

V- (VE)=E-VV+VV.E
se obtiene

VV-E=V-(VE)-E-VV
Sustituyendo en (13),

W =

EIVV-Ed=5]V.(VE)dv-2[E-VV do=
2 2, 2

4 v

i vE. as+E£[E2 do (14)
25 2v

Se ha utilizado el teorema de Gauss de la divergencia. S es la superficie que rodea el
volumen v.

El segundo miembro de la tltima férmula parece indicar que su valor depende del
volumen, pues si se incrementa el volumen, aunque estos incrementos no contengan carga, el
campo E creado por la distribucién en los puntos de esos incrementos no es, en general, nulo.
Esta conclusién contradiria la (5), que, como ya se ha dicho, indica que incrementos de
volumen con p =0, no alteran el valor de W. Pero solo es una contradiccién aparente, pues, si
p =0, también V- E =0, y la contribucién de esa parte de volumen es

W= va-Edv=§JVE.ds+§jE2dv=0 (15)
S

£
2 4 4

Es decir, si en los incrementos de volumen solo existe campo creado por carga exterior a
esos incrementos, el incremento de energia electrostatica es nulo, y los dos términos del tercer
miembro de (15) resultan opuestos. Por tanto, el volumen v puede ser cualquiera, siempre que

en los incrementos de v la densidad de carga valga cero.

Teniendo en cuenta lo anterior, supongamos que elegimos la superficie que rodea a la
distribucién muy alejada de ella. Para mayor facilidad podemos pensar en una superficie
esférica de radio R con centro en la distribucién: S = 4nR?. Como R va a tender a infinito, que
el centro esté a una parte u otra de la distribucién no influye en el resultado. Ademads, el
campo en los puntos de la superficie es aproximadamente igual al que crea una carga puntual
situada en el centro de la superficie esférica de valor igual al de toda la carga de la
distribucién. Esto es més cierto cuanto mds grande sea R. También, debido a la distancia y a la
simetria, el campo es perpendicular a esa superficie. Es decir, en cada punto de la superficie
esférica

E=—1R
4me R
y
v=-1
4meR
Por tanto,
1 2
JVE-d§s=—1_—— L 4np? = L
S 4meR 4me R 4meR
y
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2
lim [VE -dS = lim —L5— =0
R—eo g R 4me"R

Entonces la energia de la distribucién estd dada solo por la férmula

w==2 [E2do
2

V—o0
Eso significa que, a medida que la superficie limite se va alejando de la distribucién, la

contribucién de la integral de superficie %JVE -dS al valor de la energia va disminuyendo.
S

., . . . & 2
Pero como la energia es la misma, quiere decir que el sumando —_[E dv va aumentando en la
v

misma cantidad. El resultado es que, si el volumen en que se evalia la anterior integral es todo
el espacio infinito, entonces

w=% [E2do (16)
V0
es toda la energia de la distribucién. E es el campo creado en cada punto del espacio por la
carga de la distribucién. Si E es el campo electrostatico total en cada punto del universo y v el
volumen de todo el universo, la anterior férmula da la energfa electrostdtica de todo el
universo. Suele llamarse energia del campo electrostdtico o, también, energia del campo eléctrico.

Densidad de energia electrostatica

Si es E el campo electrostético en cada punto del espacio, la derivada

dw 1 »
w=——"=—¢E 17
dvo 2 17)

es Unica para cada punto, y se llama densidad de energia electrostdtica de ese punto. Es una

funcién escalar que solo depende del valor del campo en cada punto. Se prefiere, por eso, el

nombre de densidad de energia del campo eléctrico o, mejor, densidad de energia del campo

electrostdtico en ese punto.

La densidad de energia nada dice sobre la localizacién de la energfa, un concepto nunca
utilizado aqui. De hecho, la derivada de (5)

dw 1
— ==V (18)

do 2 P

también es una densidad de energfa. Resultarfa nula en todos los puntos en los que la
densidad de carga es nula, mientras (17) no lo es, pues solo depende del médulo del campo E.
Es decir, si las derivadas de la energia respecto al volumen informaran de la localizacién de la
energfa, darfan resultados contradictorios, pues en puntos idénticos las dos derivadas tienen

valores distintos3.

3 La localizacién de la energia es solo una conveniencia nada precisa. Por ejemplo, se dice que cada
quilogramo de carbén contiene una determinada energia, que es la de combustién. Pero su obtencién requiere la
combinacién con oxigeno. ;No estd la energia también en el oxigeno? Una gran masa en alto contiene energia
potencial, pero al caer, la tierra también cae hacia la masa. ;No estd la energia también en la tierra? La
localizacién de la energfa es un convencionalismo practico: la energia que se desprende al quemar carbén no se
supone en el oxigeno debido a la abundancia de este.

6
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Problemas

1.- El radio clasico del electrén es R =2.8x10""° m. Si consideramos al electrén una
esfera de tal radio y densidad voltimica de carga uniforme, hallar su energia electrostatica. La
carga del electrén es g = 1.602 107 C.

Solucioén:

La energfa electrostatica de una distribucién de carga es

W= 1j Vpdo
2 v
La densidad de carga en cada punto de la esfera de radio R es
v 4 23 4nR’

Y el potencial en un punto de la esfera que dista r del centro es
4 3

é biva 3p — ‘IU’3 —q 3 2

V =k 3 — kO 3 4R =k L

O r OR3

4 3
Como el volumen de la esfera es v = gnr ,

do = 4nr’dr
Si se sustituye en la férmula de la energia, resulta:
1 1, 7 q 3q 1 3q 3 qz
W=—|Vpdv=— 4m d——k fr=—ky L
2£PU 2IOkOR4R mredr=Skoo o ridr 1050 R

Esta es la energia electrostdtica de cualquier distribucion esférica uniforme de carga gy
radio R. Nétese que su signo siempre es positivo independientemente del signo de la carga.
Para el electrén,

3 , (1602x1071%)

W= —=x9x10% x — = 247x10 '] =24.71]
10 2.8x10

2.- Debido al leguaje que se emplea, alguien puede creer que las baterfas eléctricas
almacenan carga eléctrica, es decir, que son depdsitos que acumulan cargas eléctricas*.
Supongamos que asi fuera y que, realmente, estin reunidos en una bateria de 40 Ah los
40 Ah =40 A x3600s =144000C, que es su capacidad. Estimar la energia electrostdtica que

almacenaria una tal bateria.

4 Las baterfas eléctricas son en realidad neutras: su carga eléctrica es cero. Lo que almacenan es

energia en los compuestos quimicos que contienen: al funcionar la bateria como generador, estos compuestos se
transforman en otros de menor energia. La pérdida de energia se invierte en hacer circular corriente eléctrica
desde el terminal positivo al negativo por el exterior. Cuando la bateria se carga es porque otro generador hace
circular corriente eléctrica en sentido contrario: desde el terminal positivo al negativo por el interior. Entonces la
baterfa invierte la reaccién quimica y produce el compuesto inicial, que almacena de nuevo energia a razén de ei
julios por segundo.

La creencia de que una baterfa almacena carga eléctrica se puede deber al lenguaje empleado cuando se
quiere expresar que una baterfa almacena energia: se dice que se carga. La confusién puede a su vez estar
relacionada con la también errénea creencia de que los generadores eléctricos echan cargas a los circuitos.

7
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Solucioén:

Como es solo una estimacién, supondremos que la concentracién de la carga g es
esférica de densidad voliimica uniforme p y radio R=10cm, que da un volumen no muy
distinto del de una baterfa. Asi se puede utilizar la férmula deducida en el problema anterior:

2 9 2
W= gy L 23X X0 X A0 _ 5 65,1020 = 1.6x 10°GWh
10 °R 10x0.1

Para hacerse una idea de esa cantidad de energia, recordemos que las dos centrales de
Aldeadédvila suman 1.2GW de potencia aproximadamente. Si  funcionaran
ininterrumpidamente a plena potencia, el tiempo que tardarian en producir la energia
almacenada en la baterfa serfa

1.6 x10°
t= % =1.3x10° h = 15220afi0s = 152siglos

Las baterfas no almacenan carga eléctrica, sino energfa.

3.- Puede ponerse al problema anterior esta objecién: que, si la carga de la baterfa
consistiera en una aglomeracién de electrones y se permitiera su dispersién, como la carga de
cada electrén no se dispersa, la energia electrostdtica de los electrones deberia restarse de la
calculada. La objecién es correcta. Por tanto, para obtener una mayor aproximacién de la
energfa de la baterfa, réstese a la cantidad anterior la energia electrostatica de los electrones
que almacenaria.

Solucion:

El ndamero de electrones que habria en la bateria seria

144
= i 9x 10*3electrones

T 1602x10°0 T

La energia electrostatica de cada electrén, ya hallada, es 2.47><10_14]. Por tanto, la
energifa de los electrones de la bateria seria

W, =9 x10%°x 2.47x107* =22 x10'%

Que es una cantidad muy grande, pero despreciable frente a la de 5.60 x10%°] hallada
en el problema anterior. De hecho, si se hace la resta, resulta

5.60 x10%°~2.2x10'" = 5.60x 10*°

La razén es que el minuendo tiene veintiuna cifras y el sustraendo once. Por tanto la
resta solo afecta a las once o doce tltimas cifras del minuendo.



